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Resumo

Este artigo é oriundo de um projeto de pesquisa voltado ao aprendizado em ambientes virtuais. llustram-se
e analisam-se resumidamente interagdes de licenciandos em Matemética (Estudo 1) e estudantes do 7.° ano
(Estudo 2) em uma tarefa sobre translacdo. No Estudo 1 (E1) os sujeitos interagiram em um dispositivo
sincrono e integrado ao GeoGebra e, no Estudo 2 (E2) no AVA-Cap. No E1 a anélise foi baseada nos
registros escritos, nas construgdes em tela, nas tabelas e nos gréaficos — expostos nas Figuras — gerados na
plataforma do Virtual Math Team com GeoGebra (VMTcG); e, no E2, nas interacGes escritas. Destaca-se
a forma com que sujeitos construiram o que foi proposto a partir de dividas e de ideias emergentes.
Ressaltam-se a importancia do design de tarefas que aprimore o entendimento de transformac&o e de relagéo
funcional (E1) e a necessidade de mais analise das formas de entendimento de vetor e da possibilidade de
visualizagBes de representacGes de translagbes 2D-3D (E2).
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Abstract

This article comes from a research project focused on learning in virtual environments. Interactions of
mathematics under graduates (Study1) and 7% grade students (Study2) in a task on translation are briefly
illustrated and analyzed. In Studyl (S1) the subjects interacted in a synchronous device integrated with
GeoGebra and in Study2 (S2) in the VLE-Cap. In S1, the analysis was based on written records, screen
constructions, tables and graphs — shown in Figures — generated on the Virtual Math Team with GeoGebra
(VMTcG) and in S2 was based on written interactions. The way in which subjects constructed what was
proposed based on doubts and emerging as is highlighted. The importance of designing tasks that improve
the understanding of transformation and functional relationship is emphasized (S1), and the need for more
analysis on the forms of vector understanding and on the possibility of visualizations of representations of
2D - 3D translations (S2).
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Introducéo

Este estudo integra uma pesquisa mais ampla que analisa 0 modo como sujeitos —
estudantes, licenciandos ou professores de Matematica em exercicio — interagem e
aprendem em ambientes virtuais de aprendizagem*. O foco aqui esta circunscrito ao
aprendizado de conceitos relacionados as isometrias em dois ambientes, o Virtual Math
Team com GeoGebra (VMTcG) e o AVA-Cap. Particularmente, mostraremos dois
protocolos de analise com aspectos emergentes nas intera¢des sincronas sobre translacao.
Geralmente, a identificacdo e a analise de vetor — como segmento orientado — tém sido
objeto de maior atencdo no ensino de isometrias. Todavia, que outras tarefas podem ser
implementadas para explorar outras compreens@es sobre esse objeto matematico? Que
ideias dos sujeitos emergem ou podem ser aprimoradas nas interagdes dos sujeitos?

A Geometria das Transformacdes, também conhecida por Transformacgtes
Geométricas (TG), apresenta conteldos que se relacionam com outras areas do
conhecimento (Arte, Arquitetura, Biologia, Fisica e Quimica) e podem ser desenvolvidos
em varios momentos da Educacdo Basica. Um dos mapeamentos realizados em nosso
grupo identificou pesquisas com a tematica das transformacgdes isométricas e algumas
direcionadas as transformacdes ndo isométricas (lzar, 2023b). A lacuna existente na
formacao inicial e continuada de professores sobre esse topico impacta a aprendizagem
dos estudantes na Educagdo Bésica, conforme indicaram Delmondi e Pazuch (2018).
Portanto, uma investigacdo que integre as isometrias para desenvolver a visualizacdo a
partir da congruéncia — mediada pela linguagem hibrida, com recursos de geometria
dindmica e disponibilizada em um ambiente virtual de aprendizagem — ¢ original no
contexto educacional brasileiro, conforme ilustrado no estudo 2.

Uma forma de analisar a aprendizagem matematica do sujeito € por meio da
interacdo deste com o outro, com a Matematica e com a tecnologia. O aspecto inovador
do estudo 1 aqui ilustrado estd em analisar graficos gerados na prépria plataforma do
VMTcG (adiante, Figuras 3 e 4) e na abordagem de um topico — transla¢do — ainda pouco
explorado no curriculo do Ensino Fundamental (Ng; Sinclair, 2015), no do Ensino Médio

(Assis, 2020; Barbosa, 2014) e no da Licenciatura em Matematica (Delmondi; Pazuch,

4 Financiado pelo CNPq e pela Faper;.

EMSF — UFFS-Chapecd.SC - Vol. 6, n. 1, p. 100-129, Jan./Jul. 2024.




EDUCAGAO MATEMATICA SEM FRONTEIRAS: Pesquisa em Educagio Matematica.

ISSN: 2596 -318X
DOI 10.36661/2596-318X.2024v6n1.14515

2018). Os dois estudos sintetizados no Quadro 1 ocorreram no periodo de isolamento

imposto pela pandemia da COVID-19. Em um cenério de (pos-)pandemia e que demanda

planejamentos em atividades online, este artigo se mostra importante.

Quadro 1: Sintese dos estudos empiricos ilustrados

Natureza Ambiente virtual Producio
Estudo Contexto Objetivo geral da - Dinamica
pesquisa Caracteristica interativa de dados
El Licenciatura | Elaborar e Estudo de VMTcG, chat InteracBes | Baseada
em implementar caso multirrepresentacional | sincronas nas
Matematica | tarefas sobre exploratério | (chat escrito, em interacGes
na transformacdes | (Berg, ferramentas do pequenos escritas e
Disciplina geométricas no | 2006) GeoGebra e quadro grupos nas
de Préticade | plano, branco com realizando | construcdes
Ensino particularmente, possibilidades de tarefas em tela, a
(Bairral; as isometrias construgdo no especificas | partir de
Silvano, (simetria, GeoGebra) graficos
2023) rotagéo e gerados no
translacéo). VMTcG
E2 Estudantes Elaborar tarefas | Intervencdo | AVA-Cap, chat Interacbes | Registros
do 7.°ano e analisar de pedagogica | escrito sincronas e | escritos e
do Ensino que forma as (Damiani et assincronas | transcri¢do
Fundamental | transformagfes | al., 2013) em tarefas | de
na geomeétricas variadas conversas
Disciplina mediadas pelas com 0s
de Desenho | linguagens estudantes
(Izar, 2023a) | hibridas e por
ambiente de
geometria
dindmica
contribuem para
a visualizacéo
da congruéncia
e da
semelhanga
entre figuras
geomeétricas.

Fonte: Elaboragdo propria

N&o se trata de comparar os dois estudos, pois sdo distintos em termos de desenho

didatico, sujeitos e forma de producdo de dados, mas de elucidar reflexdes que possam

instigar novos desenhos e analises voltadas ao entendimento e a melhorias no ensino e no

aprendizado de transformacdes geométricas planas.

Isometrias em estudos previos: transformacao, funcao, olhares
pontuais e globais

Além do estudo de Barbosa (2014), mencionado no Quadro 2, outros, focados nas
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transformacdes isométricas fora do ambiente VMTcG (Assis, 2016, 2020; Ng; Sinclair,
2015; Silva; Almouloud, 2021; Veloso, 2012), merecem atencdo e constituem suporte
tedrico em nossa investigagéo.

Conceitos de transformacdo e de funcdo sdo importantes em Matematica. O de
transformacéo, como explicitado por estudantes do Ensino Médio na pesquisa de Barbosa
(2014), foi associado a cambios, sendo as transformacdes no plano entendidas a partir de
mudancgas fisicas e corpdreas.

A nogéo de funcédo, na geometria, desempenha um papel decisivo na simplificacdo
e na fixacdo de uma terminologia que, no caso das transformacdes geométricas, tem tido
um carater nebuloso. Para Veloso (2012), a ideia de transformacdo geométrica como
funcéo definida em todos os pontos do espaco, seja 0 plano, o espago tridimensional ou
outro tipo de conjunto, é decisiva para a compreensdo de muitos topicos da geometria.
Concordamos com essa relevancia e, a partir de Silva e Almouloud (2021), as atividades
planejadas para o trabalho com 0 VMTcG estdo voltadas a dois &mbitos® de significagdo
das transformacBGes geométricas, a saber: a transformacdo considerada como uma
aplicacdo pontual do plano sobre ele mesmo (objeto funcional); e a transformagéo
considerada como uma ferramenta funcional, a fim de colocar em evidéncia os invariantes
ou de resolver o problema. Um olhar para o grupo de transformacGes — quarto nivel
apresentado em Silva e Almouloud (2021) — pode ser visto em Assis (2020), no qual o
autor analisa estudantes do Ensino Médio realizando composicGes de modo instigante —
ndo hierarquico — em dinamicas favorecidas pelos toques em tela em tarefas especificas.

Com os Ambientes de Geometria Dindmica (AGD) € possivel construir figuras
geométricas a partir de diferentes informacgdes fornecidas — suas caracteristicas
euclidianas, suas medidas etc. —, utilizando estratégias pessoais ou matematicas.
Atividades realizadas em AGD podem influenciar a exploracdo, a construcdo de
conceitos, a validacdo ou refutacdo de conjecturas, entre outros. Os AGD enriquecem a
visualizacdo, melhoram o entendimento do processo de construcdo e possibilitam criar
conjecturas e coloca-las em situacao de verificacdo e de prova (Barreira; Bairral, 2017).

Estes mesmos autores destacam que 0os AGD devem ser usados juntamente com

® Os autores falam (p. 85) em niveis, mas, como essa denominagéo levaria a discussdes mais detalhadas de
concepcdo de aprendizado, optamos por ndo adentrar nelas no momento. No primeiro nivel a transformagéo
é considerada como uma relacgdo entre duas configuracdes geométricas ou uma relacdo entre duas partes de
uma mesma configuracgéo (a caracteristica funcional é ausente).
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propositos docentes eficazes e adequados, para orientar os discentes a realizar de forma
correta as atividades propostas.

A forma de propor uma tarefa e de raciocinar sobre ela é outro aspecto a considerar
em um AGD (Bairral; Marques, 2016). O tipo de tarefa e as formas de justificar séo
caracteristicas que colocam a matematica em movimento, pois a construcdo, a
visualizacdo e a manipulacédo de objetos geométricos séo possibilidades propiciadas pelo
uso de AGD (Powell; Pazuch, 2016).

Particularmente, o estudo das transformacgdes geométricas confere ao ensino da
geometria um dinamismo que nao existia na versao estatica de Euclides (Veloso, 2012) e
permite, dentre outras caracteristicas, o entendimento de aspectos (in)variantes na figura
e suas imagens por determinada transformacdo. Figuras geométricas podem ser
transformadas por meio da manipulagdo de suas propriedades, levando em conta seus
elementos particulares (Silva; Almouloud, 2021). Todavia, outra ideia que deve ser
explorada é de a imagem ser interpretada como transformacdo: identificar a imagem da
figura pela transformacéo T do plano, ou seja, determinar uma isometria que transforme
uma figura em outra (Veloso, 2012).

O estudo das isometrias envolve a analise da preservacao de distancias e as no¢des
de “situado entre”, ponto médio, segmento, semirreta, triangulo, angulo, amplitude,
paralelismo e perpendicularismo (Veloso, 2012, p. 21). Nessa analise, a identificacdo dos
pontos fixos constitui um importante auxiliar no estudo de um tdpico ou de um problema
envolvendo transformacdes. Assim, atividades no GeoGebra podem ser grandes aliadas,
uma vez que ele favorece a exploracéo e o manuseio de pontos fixos e livres.

A anélise das transformacGes geométricas em AGD envolve olhares globais —
descritos em termos da propriedade de uma dada figura — e pontuais, observados em
termos do mapeamento de uma parte da figura para a outra (Ng; Sinclair, 2015). Portanto,
é importante que (futuros) professores de Matematica compreendam a simetria ortogonal
(ou axial ou reflex&o) ndo apenas como a simetria no objeto — em que se explora o papel
do eixo de simetria em figuras geomeétricas, suas caracteristicas em elementos da natureza
e sua influéncia no mundo das artes —, mas também o objeto matematico da simetria
ortogonal, em que se devem estudar sua definicdo e propriedades matematicas (Silva;
Almouloud, 2021).

O estudo de Yanik (2014) explorou a translacdo utilizando imagens conceituais a

EMSF — UFFS-Chapecd.SC - Vol. 6, n. 1, p. 100-129, Jan./Jul. 2024.




EDUCACAO MATEMATICA SEM FRONTEIRAS: Pesquisa em Educagdo Matematica.

ISSN: 2596 -318X
DOI 10.36661/2596-318X.2024v6n1.14515

partir instrucdes em aula, de livros didaticos de Matematica e de ciéncias, de exemplos da
vida real e da linguagem cotidiana — com estudantes do 6.° ano em um ambiente ndo
informéatico em uma escola na Turquia. As analises das respostas dos discentes revelaram
duas grandes imagens conceituais da translagdo: com o movimento de translacéo
propriamente dito e com o movimento de rotacdo e de translacdo. Os dados revelaram
cinco interpretacdes para o conceito de vetor de translagdo: 1) como linha de referéncia®,
2) como linha de simetria’, 3) como indicador de direcdo®, 4) como pardmetro® e 5) como
ferramenta abstratal®. Considerando que os estudantes se baseiam em suas imagens
conceituais®!, a investigacdo também ressalta a importancia de aprimorar a defini¢io do
conceito. E sinaliza que a linguagem cotidiana pode interferir na aprendizagem e na
conceitualizacdo de translagdo e que analises futuras podem explorar o papel de
significados convencionais das palavras na interpretacdo formal de conceitos de
translacdes geométricas. Para esse aprimoramento conceitual reconhecemos que as
tarefas possuem relevancia, principalmente, por permitirem o aprofundamento entre as
Imagens conceituais e as da definigéo.

Como nosso foco aqui esta no aprendizado (online e sincrono) de isometrias com
0 GeoGebra, aproveitamos para utilizar algumas das tarefas elaboradas em Assis (2016,
2020). Embora elas sejam para 0 GeoGebra em tablets e smartphones, o seu design foi
adaptado para 0 VMTcG, e a restricdo de uso para alguns icones foi um fator destacavel
em algumas tarefas. O autor trabalha com rotacdo, translacdo e simetria, tematicas que,

segundo ele, sdo pouco contempladas no curriculo escolar.

Alguns estudos prévios com o Virtual Math Team

Dentre os diversos estudos prévios destacamos quatro relevantes ao nosso estudo

® Foi utilizado um vetor como se fosse uma linha que marcasse o meio da translagdo, ou seja, os discentes
verificaram a distancia entre a figura da pré-imagem e o vetor para identificar a localizacdo da figura da
imagem (p. 41).

7 Estudantes executaram uma reflexdo em vez de uma translagéo (p. 42).

8 Discentes localizaram a figura da imagem em algum lugar na direcdo do vetor, isto é, na direcdo que a
seta apontava, mas ndo mencionaram o que define a distancia entre os pontos da pré-imagem e da imagem.
Em alguns casos localizaram a figura da imagem em algum lugar na frente da seta sinalizada pelo vetor (p.
42).

® Estudantes usaram a direcdo e o comprimento do vetor para realizar translag@es, ou seja, mediram e
fizeram a translacdo com base na medida obtida (pp. 43-44).

10 Sujeitos consideraram que o vetor de translagéo tinha alguma funcéo, mas ndo sabiam o que era (p. 44).
1 Estruturas cognitivas envolvem representacdes, imagens mentais, propriedades e podem ser descritas
mediante imagens conceituais.
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(Quadro 2), sombreando em verde os resultados de cunho mais matematico e em cinza 0s
relacionados ao design de tarefas e aos processos de raciocinio e de prova, importantes

em nossa analise.

Quadro 2: Pesquisas utilizando VMT

Autor(es) | Publico-alvo Tematica Objetivo geral Resultados
Identificar a metéafora
transformagdo como mudanga, na
gual transformagdes no plano foram
entendidas a partir de mudancas

Compreender como fisicas, corpdreas. A metafora de
~ alunos desenvolvem ligacdo matriz identidade é
Alunos do  [Transformagdes no|. . -
Barbosa - ideias sobre elemento neutro e emergiu de
Ensino plano com foco nas ~ ~ -
(2014) o - transformacdes no plano|provocacdes da pesquisadora. O
Médio matrizes . T
mediante tarefas elemento neutro da multiplicacdo de
envolvendo matrizes.  [ndmeros reais provocou a
compreensdo de que a
transformagdo pode ndo mudar,
quando a matriz de transformagdo é
a matriz identidade.
. A importancia do design das
Brito . .
(2022) Licenciandos tarefas, do uso da malha
. lem quadriculada e do controle
Brito e - . . . o o
. Matematica e Analisar o aprendizado |deslizante e da mediacéo semidtica.
Bairral ~ Semelhanca de : .
formacéo on de semelhanca mediante (Controle deslizante como um

(2023), . triangulos . ~ . -

Bairral e continuada interagcBes no VMTcG. |recurso que articula analise de

Brito de significados pessoais e matematicos

professores e que auxilia na verificacdo do

(2024)
resultado.

Elaborar, implementar e
analisar um conjunto de A
- A relevancia de explorar as
atividades que . P .
. linguagens hibridas (sonora, visual
proporcionem a .
L e verbal) associadas a recursos
Estudantes visualizacdo e a S L
o o N . dindmicos e de potencializar a
do 7.°ano  [TransformagcBes |compreensdo a partir da |. x
Izar : - o - interacdo no AVA. O uso de
(12-13 anos) |isometricas e ndo |congruéncia entre q q 5
(2023a) . N Y . recursos variados, articulados as
do Ensino  |isométricas figuras (com as . .
. ; . diferentes linguagens, promove a
Fundamental isometrias) e depois . .
e compreensdo de propriedades e de
L caracteristicas das transformacdes
proporcionalidade entre
- ~ estudadas.
dimensGes (semelhanca
e homotetia).
Destaca-se a forma com que 0s
_ [futuros professores construiram o
Trabalhar a translacdo  |que foi proposto a partir de ddvidas

Bairral e |Licenciandos por meio de um vetor  |e de ideias emergentes. Ressalta-se

Silvano |em Translagdo qualquer e de vetor a importancia do design de tarefas

(2023)  |Matematica sendo o raio de uma gue aprimorem o entendimento de

circunferéncia. transformacédo e de relacdo
funcional no trabalho com
isometrias.

Fonte: Elaboragdo prépria
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Dos estudos elencados no Quadro 2, a nova versao do VMTcG em atividades
sobre TG foi utilizada apenas por Brito (2022), Brito e Bairral (2023), Bairral e Brito
(2024) e Bairral e Silvano (2023). A versdo atual funciona bem em smartphones e
possibilita a geragdo de graficos, como veremos na analise.

Brito (2022) analisou o aprendizado de futuros professores sobre semelhanca de
triangulos e destacou a importancia do design das tarefas, ao resgatar o conceito da
mediacdo semiotica (Bussi; Mariotti, 2008). O papel da malha quadriculada e do controle
deslizante foi importante em algumas tarefas, sobretudo as que envolviam a comparagéo
de medidas de lados. Em Bairral e Brito (2024) detalhamos a anélise, de modo a elucidar
contribuicdes do controle deslizante — particularmente, por mostrar ser um recurso de
analise que transita de significados pessoais para o0s significados matematicos
representados pelas respectivas propor¢des dos lados do triangulo. Também auxilia na
producdo de conjecturas, na validacéo (ou refutacdo) de uma propriedade observada e na
verificacdo do resultado.

A partir da revisdo apresentada nas duas secOes anteriores, sintetizamos, no
Quadro 3, aspectos que fundamentam teoricamente nosso estudo.

Quadro 3: Aspectos tedricos fundantes

Aspectos da mediacdo semidtica no design de tarefas
e das ambiéncias aqui analisadas

Aspectos matematicos nas interagdes negociativas

x x -Enunciados diferentes geram descobertas
-Transformagdo como funcéo. " .

matematicas diferentes.
-Relacbes entre objetos e na dindmica das relagcdes

~ -Importancia do controle deslizante, de restricdo de
entre relaces.

icones etc.
-Visualizacdo, construcdo e manipulagdo de

. - Co -Exploragdo e manuseio de pontos fixos e livres.
objetos geométricos como processos intrinsecos.

. -Figuras em diferentes tamanhos e posicoes.
-Raciocinio ascendente ou descendente. g POsIG

. . -Construcdes prévias em arquivos a compartilhar.
- Olhares globais e pontuais. goesp a P

x x -Importancia das linguagens hibridas (sonora, visual e
-Fase de exploragdo e de construcéo de provas. . .
\verbal) no aprendizado e no design de tarefas.

-Variantes e invariantes. x . .
-Integracdo de diferentes espagos online.

Fonte: Elaboragdo propria
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Estudo 1: Contextualizacao e producao de dados

A pesquisa estd ambientada no VMTcG*2, uma plataforma online, com chat
escrito, quadro e ferramentas do GeoGebra, para atividades sincronas, em pequenos
grupos. No chat é possivel ver se o sujeito esta com o controle®®, que permite a construcéo
e 0 uso do GeoGebra. E possivel também postar e acompanhar as mensagens de texto no

chat. A Figura 1 ilustra esses aspectos.

Figura 1 — Tela de uma sala do VMTcG (Captura de Tela)

Equipes de Matemitica Virtual o G &

N c
| Ferramentas l
. =

Fonte: Bairral e Silvano, 2023, p. 316

Participaram deste estudo dez licenciandos (concluintes) em Matematica e cinco
mestrandos de um Programa profissional da IFES, no periodo de setembro a dezembro
de 2020.

Como habitualmente, fizemos o momento de ambientagdo, em que 0s sujeitos
fazem construgdes e conhecem o cenario a partir de uma atividade simples, em termos de
construcdes e de conceitos prévios. ApoOs essa ambientacdo, foram aplicadas trés
atividades'*, uma das quais incluia a construcdo de quadrilateros, envolvendo

translacdo™. Sobre ela discorreremos na se¢do seguinte.

Planejamento e estruturacao da analise

Focaremos na primeira atividade®®, cujo objetivo foi trabalhar com a translagao,
por meio de um vetor. Cada chat é planejado para uma duragdo maxima de duas horas.
Separamos duas possibilidades: a primeira, com um vetor qualquer; e a segunda, com o

vetor sendo o raio de uma circunferéncia.

12 Disponivel em: https://vmt.mathematicalthinking.org/. Acesso em: 10 jul. 2024.
13 Controle de liberagéo, em azul, na parte inferior direita.

14Neste artigo usamos tarefa e atividade como sinénimos.

15 Dado um vetor MN, diz-se translacdo, definida por MN, a transformacdo geométrica T que faz
corresponder, a cada ponto P do plano, o ponto P’, que ¢ a extremidade do segmento orientado (ou vetor)
PP’ e tem P como origem (Veloso, 2012).

16 Descrigdo da atividade no artigo de Bairral e Silvano, 2023.
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Os dados — registros escritos, constru¢fes e movimentos no GeoGebra, tabelas,
gréficos e replayer — sdo gerados diretamente pelo VMTcG. Analisamos o chat e as
construcdes para observar o trabalho em equipe durante as atividades, a forma como
construiram o que foi proposto e as hipdteses criadas no decorrer das atividades sobre o
movimento das figuras, incluindo as tentativas de provar essas conjecturas.

O trabalho no VMTcG ocorre em pequenos grupos. Cada sala (grupo) —
considerada Unica, pois 0s sujeitos sdo singulares — compde uma unidade de anélise. Os
dados ilustrados e discutidos aqui sdo oriundos dos gréaficos gerados e da revisita
constante — com uso do replayer — as interacGes e as construcgdes dos sujeitos. Os graficos
e o replayer sao recursos do VMTcG.

As construcdes sdo feitas em conjunto no GeoGebra, e 0s participantes comentam
e debatem no chat suas observagdes, respostas e duvidas. Portanto, a aprendizagem no
VMTcG é vista como a conjuncao (Cakir; Zemel; Stahl, 2009) das ideias dos sujeitos nos
diferentes espacos do ambiente, principalmente o chat escrito e as construcdes e
observagdes compartilnadas no quadro com o GeoGebra. A interacdo é 0 processo
comunicativo que potencializa esse aprendizado colaborativo (Bairral; Marques, 2016).

Os 15 participantes foram divididos em 4 grupos de no maximo 4 integrantes. Ao
todo, a atividade 1 foi aplicada em 8 salas. A escolha da sala “AVA 6 quadrilatero”
(Figura 2) foi feita a partir da contribuicdo dos participantes no chat, para pensar a
atividade de uma forma diferente, pois a pesquisadora (Silvano, T. S.1") percebeu a
dificuldade de um licenciando sobre a variacdo do vetor translacdo. O objetivo da
atividade era comparar o raio da circunferéncia, sendo um vetor (Figura 2, vetor GH) com
0 vetor construido anteriormente (Figura 2, vetor EF), pois os graduandos disseram que
eram iguais. Foi, entdo, proposta uma tarefa com um raio fixo, para que comparassem um

novo vetor (Figura 2, vetor 1J). A realizacdo durou aproximadamente 1 hora.

Figura 2 —Resolucédo da nova atividade proposta no VMTcG (Captura de tela)

Fonte: Bairral e Silvano, 2023, p. 319

17 Terceira autora desse artigo
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As figuras ilustrativas ao longo do artigo sdo geradas pelos pesquisadores em
documentos editaveis, para facilitar a composicdo textual da analise. Na plataforma é
possivel gerar tabelas e graficos com todas as informacg6es da sala ou parte delas, a partir
do que se deseja analisar (Bairral; Silvano, 2023). Os integrantes adicionam ou criam as
figuras geométricas e arrastam ou movem suas construcdes, conforme pede a atividade,
e seu foco é sempre em selecionar e arrastar, ou seja, explorar a construcdo. Também
podemos filtrar para ver quem mais mexeu na plataforma e verificar quem participou.
Além do espaco de estatisticas do VMT, ha um espaco chamado replayer — ja referido
aqui —, que possibilita rever completamente a atividade interativa, passo a passo e na

velocidade desejada’®.

Protocolo 1: Analise do caso —a dupla GB e NL

A pesquisa configura-se como estudo de caso, de natureza exploratoria,
principalmente, porque os sujeitos ndo conheciam o0 VMTcG e possuiam pouca vivéncia
de aprendizagem com as isometrias. Eles estudaram Transformacdes Lineares em
Algebra |, Teoria dos Grupos e Teoria dos Anéis®®.

A sala analisada mostrou-se singular, por ter sido formada por um graduando e
uma graduanda que ofereceram respostas instigantes na sondagem — respectivamente, GB
“Nao sei dizer do que se trata, mas sei que o nome é familiar” e NL “Confesso que esse
topico foi o mais complicado de responder para mim, precisei pesquisar para formular
uma resposta. Os resultados me levaram para um lado da isometria geométrica, ou seja,
sdo imagens semelhantes em sequéncia com a mesma distancia entre os pontos”. O
propdsito, portanto, € analisar com mais pormenores a compreensdo e o desenvolvimento
conceitual desses licenciandos na atividade proposta, de modo a orientar novas
elaboracdes de tarefas (Berg, 2006).

Nosso processo analitico ndo estabelece comparacGes de rendimento de

aprendizado entre as salas. A postura dos investigadores é acompanhar as discussoes e

18 Esse espago aparece como um video, no qual podemos acelerar ou deixar mais devagar, avancar, dar
pause ou play e, por fim, passando o cursor na barra do video, é possivel ver com poucos detalhes que agao
aconteceu naquele momento. Com o replayer podemos perceber algum detalhe que tenha passado
despercebido durante a atividade e, até mesmo, analisar as constru¢@es simultaneamente, pois nesta versao
do VMTcG ndo € possivel ver as construges do quadro branco, ao vivo — é preciso atualizar a pagina ou
“assumir o controle”.

19 No curriculo atual essa disciplina se denomina Teoria dos Anéis.
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intervir somente quando sdo demandados ou quando percebem algum erro conceitual e
ou de construcao. Procuramos sempre deixar as interacGes fluirem o mais naturalmente
possivel, pois nesse processo o aprendizado vai ocorrendo e se redimensionando, quando

necessario.

O auxilio dos graficos gerados

Utilizando a ferramenta de estatistica fornecida pela plataforma do VMTcG,
geramos gréaficos filtrando os sujeitos individualmente. Alem das construcdes, a atividade
propds que os licenciandos fizessem observacgdes no chat escrito, cuja estatistica (de todo

tempo de atividade) esté ilustrada nas Figuras 3 e 4.

Figura 3 — Grafico com as mensagens do participante GB no chat do VMTcG (Captura de tela)

AVA_6_quadrildtero activity

#of avants

LRI Time {minutes) AH0000 P

Fonte: Bairral e Silvano, 2023, p. 323

Figura 4 — Gréfico com as mensagens da participante NL no chat do VMTcG (Captura de tela)

AVA_6_quadrildtero activity

#of events

545:32PM Time (minutes) 10:00:00PM

Fonte: Bairral e Silvano, 2023, p. 324

A Figura 3 representa as mensagens escritas do aluno GB, e a Figura 4 traz as

mensagens escritas de NL. Em ambas as figuras podemos perceber mais variacdes e

movimentos. Isto é, a atividade transcorreu, na maior parte do seu tempo, no chat. Nele

os licenciandos fizeram observagdes sobre as construgdes, tiraram e esclareceram duvidas
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e, Como proposto, criaram conjecturas e tentaram justifica-las. Como pode ser observado
nas Figuras 3 e 4, o discente GB esteve mais tempo do que NL, o que se explica pelo fato
de NL ter tido necessidade de sair mais cedo da atividade.

Na comparacdo das Figuras 3 e 4 ndo é facil identificar intersecdes, pois os dois
estudantes participaram do chat escrito a todo o momento, diferentemente do chat de
construcdes (quadro branco), que s6 pode ser mexido por um aluno a cada vez.

Apo6s uma analise gréafica do chat escrito, passamos a observa-lo com detalhes a
cada mensagem, ou seja, atentamos para 0 modo como os participantes respondiam as
questdes e como planejavam realizar as construcdes — algumas vezes em grupo e outras

individualmente.

Interagindo e aprendendo sobre translacdo

Ap6s um momento de cumprimentos e duvidas a espera de todos os integrantes
da sala para o inicio da atividade, pudemos observar que GB fez a construcao individual,
e ndo em equipe, como o proposto. No entanto, apds a primeira construcao, os dois
participantes comecaram a interagir no chat, comentando sobre as construcgdes ja feitas e
as que precisavam fazer e revelando suas observagdes sobre 0 que ocorreu na primeira

etapa da atividade.

Quadro 4: Fragmento® do chat do VMTcG

23 GB Posso assumir o controle?

24 NL Pode sim, apareceu para vocé o que eu fiz?

25 GB Apareceu sim NL

27 NL Conforme vamos movimentando 0 ponto da circunferencia o quadrilatero vai
girando né?

28 GB N&o entendi muito bem a proposta da guestéo (d)

29 GB Alguém entendeu?

Bom, pelo o que eu entendi temos que observar a movimentagdo do quadrilatero a

il NL partir do movimento do ponto na circunferéncia

32 NL E criar hipdteses a partir disso

33 NL é isso?

34 Mediador é para vcs criarem hipéteses a partir disso

35 Mediador e explicarem pq funciona (provar)

36 GB Se colocamos, uma translagdo em "funcao" do vetor e em seguida colocamos esse

vetor fixo em uma circunferéncia o quadrilatero continua em funcdo do vetor né

37 NL Acho que sim

Pg o movimento que eu fago com os quadrilateros através da circunferéncia,

& € também é possivel fazer sem a circunferencia, ndo
39 GB vocé vai tentar
43 NL Eu tento fazer o movimento do quadrilatero e sem o ponto da circunferencia e ndo

2 Transcrigdes mantidas na forma em que foram postadas.
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conseguli
44 NL Entdo acredito que esta relacionado com um sim de circunferencia
45 Mediador Como assim é possivel movimentar sem a circunferéncia?
48 NL O GB tinha sugerido que seria po_ssivel movir_nentfir 0 quadri!étero sem o ponto da
circunferencia e eu tentei e ndo consegui
55 NL GB agora qés s6 temqs que analisar o qu_adrilétero que foi criado a p_artir da rela_géo
do primeiro quadrilatero, o centro da circunferencia e o ponto da circunferencia
56 GB Né&o sei se virar_n, mas no meu ponto de vista a circunfe_renpia ndo faz muita
diferenca, a ndo ser que colocamos um raio fixo
57 GB ai d4 pra fazer uma comparacdo de diferencas
58 Mediador N&o deu pra ver, mas pra mim a circunferéncia faz diferenca
59 Mediador N&o consegui entender sua ideia
60 NL Também ndo consegui entender muito bem
61 GB NL, da mesma forma que a primeira, ha uma translagédo
62 NL Sim e agora essa translagdo esta associada a uma circunferéncia

Fonte: Bairral e Silvano, 2023, p. 325

Como visto no Quadro 4, algumas davidas iniciais surgiram sobre a questdo que
solicitava criar uma hipdtese sobre a construgdo e coloca-la a prova, como quando GB
declara (linha 28): “N&ao entendi muito bem a proposta da questdo (d)”, “Alguém
entendeu?” e, em seguida, ha a explicagao de NL: “Bom, pelo o que eu entendi temos que
observar a movimentacdo do quadrilatero a partir do movimento do ponto na
circunferéncia... E criar hipGteses a partir disso”.

A partir da hipdtese sugerida por GB: “Se colocamos, uma translagdo em ‘fungdo’
do vetor e em seguida colocamos esse vetor fixo em uma circunferéncia o quadrilatero
continua em fungéo do vetor ne” (linha 36), iniciou-se uma discussao a respeito do vetor
que fazia a translacdo, o qual pertencia a circunferéncia.

“Pg o movimento que eu faco com os quadrilateros através da circunferéncia,
também € possivel fazer sem a circunferencia, ndo” (linha38). “N&o sei se viram, mas no
meu ponto de vista a circunferencia ndo faz muita diferenca, a ndo ser que colocamos
um raio fixo” (linha 56). O participante GB entendia que, por ndo estar fixo o raio da
circunferéncia e podermos aumenta-lo e diminui-lo conforme movimentamos o ponto da
circunferéncia, esse vetor ndo se diferenciava do outro, pois este outro também
possibilitava movimenta-lo livremente no plano. NL e o mediador ndo conseguiam
enxergar essa possibilidade. Como NL precisou sair por motivos pessoais, 0 mediador

continuou com GB. A sequéncia dessa discussao esta reproduzida no Quadro 5.

Quadro 5: Fragmento do chat do VMT

87 Mediador Consegui entender
88 Mediador Realmente, os movimentos ficam bem semelhantes
89 Mediador se o raio nao for fixo
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90 Mediador vc pode fazer outra translagdo, com um raio fixo e explorar um pouco

91 GB Farei

92 GB Veja como 0 movimento fica restrito ao raio

93 GB com issO Vejo que vou ter uma melhor m_aneira de _analisar, pg a circunferencia solta

ndo vejo muita necessidade

94 GB poderiamos movimentar o proprio vetor inicial

95 Mediador Com o raio fixo, tem como a gente po_si_cionar 0 quadrilatero transladado com o
original?

96 Mediador na mesma posicao

97 GB néo

99 Mediador € uma diferenca interessante entre as circunferéncias

100 GB Sim sim

101  Mediador ta 6timo

102  Mediador Quer fazer mais alguma observacéo?

103 GB mas € uma diferenca que nao encontramos na primeira construcdo e depois que

criamos a circunferencia
104 GB Eu to satisfeito
105 GB foi bem interessante

Fonte: Bairral e Silvano, 2023, p. 327

Posteriormente as explicacdes e as observacdes a respeito dos vetores, 0 mediador
propds que o participante GB construisse uma circunferéncia, com um raio fixo que fosse
um vetor e fizesse a translacdo do quadrilatero inicial, por meio desse vetor. Com essa
proposta, foram surgindo novas questfes para melhorar a exploragéo da construgdo, como
na linha 95, em que o participante GB é questionado se é possivel posicionar o
quadrilatero transladado em cima do quadrilatero inicial, ja que nos dois casos anteriores

ha essa possibilidade.

Da sondagem aos graficos, aos escritos, as construcdes em tela e as
ideias emergentes nas interacoes

O trabalho da dupla GB e NL na atividade focou na translagéo, particularmente
na atencao para vetores. Embora nosso objetivo aqui seja ilustrar as interagdes sincronas,
cabe resgatar as ideias escritas por ele e por ela no momento de sondagem. Observamos
que foi um movimento produtivo para a dupla, ou seja, o seu aprendizado deslocou-se de
algo desconhecido (ou complicado) para ideias potentes no estudo das transformacdes
geométricas (Silva; Almouloud, 2021; Veloso, 2012), como a de relacéo funcional (GB-
linha 36) e a da imagem gerada por uma transformacéo (NL-linha 62). Além do mais, a
terminologia envolvida, embora conhecida por eles, foi emergindo a partir do enunciado
da tarefa mediante icones e formas de questionamento. A tipologia da tarefa ndo € neutra,
e seus elementos constitutivos assumem papel na aprendizagem dos sujeitos (Bussi;
Mariotti, 2008; Powell; Pazuch, 2016).
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O objetivo da atividade era que os participantes diferenciassem os dois vetores.
Isso ocorreu somente quando a tarefa teve um novo design. Queriamos que eles
observassem que, sendo o vetor um raio fixo da circunferéncia, ele s6 se moveria de forma
circular (elemento invariante), ao contrario do vetor criado a partir de dois pontos
quaisquer, que poderia se mover em qualquer direcdo e variar de tamanho — ideias que sO
surgiram nas interacfes de GB e NL. Quando realizamos as transformacdes e
movimentamos o vetor, pudemos ver que a figura original e a figura gerada pela
transformacéo ndo se modificaram. N&o fixando o vetor na circunferéncia, podemos gerar
figuras a partir de outras transformacdes. Problematizar quais seriam é uma outra ideia
interessante para uma conversa, em um outro bate-papo ou conversa informal.

As interacBes nessa atividade estiveram circunscritas ao raciocinio ascendente
(Arzarello et al., 2002), ou seja, os participantes realizaram construcées, manipularam e
questionaram, para posteriormente explorar conceitos emergentes, sem aplicar
diretamente os que conheciam. Essa forma de raciocinar pode ter sido influenciada pela
tarefa, que era diferente para eles (GB-linha28). Cabe investigar mais essa interpretacao.

Apobs a remodelagdo da atividade e de novas exploragdes, GB declarou estar
satisfeito com a atividade e ter sido interessante a utilizacdo do VMTcG. Além disso, ao
ser perguntado se utilizaria essa tarefa em aula, disse que seria uma boa proposta, apenas
com algumas modificacdes, como a que foi feita ap6és sua duvida. Aqui vemos a
importancia de a aprendizagem ser problematizada juntamente com desdobramentos, para

a atuacdo profissional dos envolvidos (Powell; Pazuch, 2016).

Estudo 2: Contextualizacéo e producao de dados

Apresentamos um recorte de uma pesquisa de doutorado que trabalhou com as
TransformacBes Geométricas (TG) no Ensino Fundamental do CAp-UERJ (CAp), para
desenvolver a visualizacdo geométrica a partir da congruéncia entre figuras (com as
isometrias), passando pela proporcionalidade entre dimensdes, até a semelhanca entre
figuras (com as homotetias). Para isso foram utilizados recursos multimidia e programas
de geometria dindmica (GeoGebra) disponibilizados no Ambiente Virtual de
Aprendizagem do CAp (AVA-CAp). O trabalho com as Transformagfes Geométricas é
relevante devido ao abastado campo de conexfes com outras areas do conhecimento, o

que as torna um recurso para demonstracoes, resolugdes de problemas e para promover o
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raciocinio sobre o plano e o espaco (Bastos, 2007).

As atividades foram implementadas na disciplina Desenho com estudantes do 7.°
ano do Ensino Fundamental do CAp-UERJ no ano letivo de 2021. A proposta era abordar
o conteido das TG e a visualizagdo (Bairral, 2009; Costa, 2000; Kaleff, 2016; Veloso,
1998) de suas caracteristicas através de trabalhos artisticos de base geométrica, videos,
planilhas dindmicas e exemplos de aplicacbes da vida pratica, priorizando as
representacdes graficas e o0s aspectos semidticos da comunicacdo visual. Nessa
perspectiva semiotica, a andlise da pesquisa se respalda nas linguagens hibridas
(Santaella, 2019), na interacdo e na mediacéo pedagdgica (Vigotsky, 2007). Neste recorte,
sera apresentada a etapa sobre as observacGes da Translacdo, particularmente o

desenvolvimento do conceito de vetor.

A- Planejamento e estruturacao da analise

Em dois encontros sincronos realizados em setembro de 2021, no AVA-Cap, 0
contetido Translagdo foi desenvolvido com o auxilio de trés planilhas dindmicas do
GeoGebra (ilustradas na Figura 5) sobre o tema e construgdes em tempo real no proprio
software. As trocas que aconteceram nos encontros sincronos foram importantes para
observacdo das caracteristicas da translacdo e contaram com interessantes associacdes
realizadas pelos estudantes, incluindo a associagdo da translagdo com construcéo de

figuras.

Figura 5 — Planilha dindmica de Simetria de Translacdo
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Fonte: capturas de tela da planilha do GeoGebra?!
B- Protocolo 2: A translagio em tarefas com diferentes recursos

Nesta secdo serdo apresentadas as atividades desenvolvidas para observagédo e

21 Disponivel em:https://www.geogebra.org/m/ygntnpvm, https://www.geogebra.org/m/vw9utjdr e
https://www.geogebra.org/m/emv2vtu8. Acesso em: 07 jul. 2024.
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conceituacdo da Translacédo e a contribuicao dos discentes que participaram do campo.
Apds o primeiro encontro, em que foram trabalhadas as planilhas do Garfield e do
sapinho (ilustradas na figura 5), a interacdo pedagdgica foi direcionada para a observacao
das caracteristicas da translacdo e para o desenvolvimento do conceito de vetor. O
objetivo da apresentacdo da planilha de Simetria de Translacdo do GeoGebra (Figura 6)
era observar a movimentacao das carinhas azuis (figuras originais, fixas no plano) e cinza
(figuras transformadas conforme o vetor), que se movimentavam no plano conforme a
direcéo, o sentido e o tamanho dos vetores definidos pelo manuseio do estudante. As
cores mostram a posic¢do e o deslocamento da figura transformada e ajudam o estudante
a visualizar a posi¢do e o tamanho do deslocamento em relacdo a carinha original. A
planilha dindmica (imagem colorida + movimento) foi um dos recursos hibridos

(Santaella, 2019) que favoreceram a compreensédo da transformacéo.

Figura 6 — Planilha dindmica de Simetria de Translacéo

Tela Inidial da Planiha Movimentando os vetores

o

¢

Fonte: capturas de tela da planilha do GeoGebra

No dialogo?com os alunos, a professora (P) recordou a interacio com as planilhas
dindmicas do GeoGebra do encontro anterior. Na planilha das carinhas felizes, os
estudantes perceberam a movimentacdo. O estudante H lembrou do nome da
transformacéo (translacdo). A estudante F identificou que a movimentacdo das carinhas
acontecia segundo um segmento de reta, mostrando que tal movimento tinha um inicio e
um fim.

Em outro momento da conversa?®, a estudante A ressaltou que a carinha cinza se

deslocava de acordo com a setinha e alguns momentos ficava no mesmo lugar da carinha

22p: O que a gente viu na semana passada? A gente trabalhou com 3 planilhas do GeoGebra. A das
carinhas felizes ... (0 que essa planilha fazia?), a do Garfield/ Oggie com triangulos e a do Cristiano
Ronaldo/ Fusca/ Sapinho. A: Mudavam de lugar. H: Translac&o. F: Se movia. P: Ela se movia de acordo
com o qué? F: Com um segmento de reta.

23 P: Uma carinha azul (que era a original). A: A carinha cinza se movia com a setinha e ai ela conseguia
ficar no mesmo lugar que a carinha azul. Elas ficavam para cima e para baixo.
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azul. E essencial destacar dois elementos na narrativa de A: a setinha e a sobreposicéo
das carinhas. O uso do termo “setinha” sugere algo além do termo utilizado por F, pois,
além da ideia de direcdo e de tamanho informada pelo segmento de reta, a seta indica o
sentido do deslocamento, sinalizando o lugar onde a carinha cinza deveria estar. Nesse
exemplo a translacdo é interpretada como movimento (Yanik, 2014), e a percepc¢édo de
que as carinhas podem ficar sobrepostas também é relevante, pois evidencia a
congruéncia entre as figuras, importante caracteristica das transformagdes isométricas,
que preservam as medidas lineares e angulares. No caso das carinhas da planilha
dindmica, os didmetros sdo congruentes. A isometria foi ressaltada na conversa®* pela
docente, que também introduziu o conceito de vetor.

O estudante L identificou o vetor da TG, acrescentando a setinha, identificada por
A, com o0 segmento de reta, reconhecido por F. Nesse momento a professora fez a
correlagcdo com as outras planilhas trabalhadas no primeiro encontro sincrono (Figura 6),
que aplicavam a mesma TG identificada por V e H.

Essa conversa introdutoria promoveu interacdes e relembrou as caracteristicas da
TG estudada. Na planilha dindmica da Figura 6, o propdsito era movimentar as carinhas
cinza de acordo com as setinhas (vetores). Dessa forma foi possivel mostrar aos
estudantes o movimento das figuras deslizando na tela (plano) conforme o tamanho, a
direcdo e o sentido do vetor, caracteristica da translacdo; e a congruéncia entre as figuras
ao ficarem sobrepostas, caracteristica das transformacgdes isométricas. Esse dialogo
explorou a ideia de vetor como linha de referéncia e como indicador de direcdo (Yanik,
2014).

Posteriormente foram apresentados videos (O Caminho?®, 2007; Isto é
Matematica?®, 2013) e ilustragbes do site MC Escher Symmetry?’ para instigar a

24 P: 1sso mesmo, A, e a gente percebeu que, quando ela (carinha cinza) ficava em cima da carinha azul,
o tamanho era 0 mesmo. 1sso acontecia com todas as outras carinhas (cinzas). Essa setinha nos dava...
n&o era uma setinha apenas. L: E o vetor. P: Ela nos dava o tamanho desse deslocamento. Entéo ela
nos informava a medida do deslocamento, a direcdo e o sentido. P: O vetor. Exatamente, L. Esse vetor
é importante para transformacao. E a gente viu também que ela podia acontecer com qualquer forma.
Mostrei isso na planilha do Garfield/Oggie, que sdo formas bem diferentes, assim como se pode aplicar
nos triangulos, que sdo poligonos. E depois nos vimos uma outra planilha que mostrava a bola que o
Cristiano Ronaldo chutava para o gol e o fusca se deslocando e o sapinho pulando. Todos esses casos
apresentam as transformagdes que possuem um nome. Que nome se da as essas transformagdes? V:
Translagdo. H:Translag&o.

25 Disponivel em: https://youtu.be/4B4sea2lagY. Acesso em: 14 jul. 2024.

26 Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=7ac0WC3tzwU&t=46s. Acesso em: 11 jul. 2024.
27 Disponivel em: https://mcescher.com/gallery/symmetry/. Acesso em: 14 jul. 2024.
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observacdo e a percep¢do dos estudantes sobre a TG estudada. Alguns aprendizes
registraram? no chat o nome da transformacao: translagdo. O estudante Y confundiu o
nome da TG com um dos seus elementos, porém antecipou a resposta do préximo
questionamento e identificou o deslocamento com o vetor da transformagé&o.

Apds a exibicdo do video de animacdo O Caminho, de Thiago Mallet, a
pesquisadora confirmou que uma das TG presentes no video € a translacdo e perguntou
sobre o vetor. No didlogo?, a estudante A mostra que ainda nio esta segura quanto ao
conceito de vetor.

Foi retomada a observacdo atenta do movimento das figuras no video O Caminho,
para identificar os elementos do vetor. Y responde que o vetor é o chdo, identificando
apenas a direcdo do vetor, mas ndo distingue seu sentido e tamanho. A professora
intervém, afirmando que o “chdo” é uma resposta muito ampla e destaca que as figuras
do video se deslocam segundo distancias iguais. Com essas observacdes, A percebeu®
que o tamanho do vetor seria o passo das figuras.

E possivel visualizar as TG em situacdes diversas do cotidiano (Bastos, 2007;
Kaleff, 2016). Com esse objetivo, foi exibido o video Isto € Matematica sobre algumas
aplicacdes existentes na azulejaria (pavimentacdes diversas) e no trabalho do artista
gréfico holandés M. C. Escher, repleto de TG, até entdo desconhecido para aquele grupo
de estudantes®’. As obras do artista podem estimular a visualizacio das TG. Apos a
exibicdo, os estudantes manifestaram as opinibes sobre o video. A maioria achou
interessante, inclusive os estudantes Ae V.

Dois momentos destacaram-se na conversa®? desenvolvida nesse encontro sincrono:

a associacao feita pela estudante A das construcdes impossiveis de Escher com as escadas

28Y: Deslocamento? Vetor. JP: Translagdo? F e H: Translag&o?
2 p: Translacg&o, exatamente. E vocés conseguem identificar o vetor dessa translagdo? Os bonequinhos
andando todos iguaizinhos para tras é uma translacao. Translagdo horizontal que vai da esquerda para
direita. E qual € o vetor dessa translacao? A: O que é vetor mesmo?

30 P: O vetor é o deslocamento. Eles estdo na horizontal e indo da esquerda para direita. E qual é o
tamanho? Y: O chao. P: O chao, Y: é muito amplo. Eles estéo se deslocando de pouquinho a pouquinho.
Que pouquinho é esse? A: Cada passo. P: O passo. Exatamente, cada passo.

31 P: Essas transformac@es que estamos vendo também estdo presentes nos azulejos que recobrem as
paredes de cozinhas, banheiros e em revestimentos de assoalhos de casas. O video do Museu Nacional do
Azulejo mostra algumas transformacdes e fala de um artista que aplicou as transformacdes em suas obras:
Escher. Vocés ja ouviram falar de Escher? H: N&o. A: Nao.

32 p: Entdo turma, a gente pode perceber na azulejaria varias transformaces geométricas... E no trabalho
de Escher também. A: Acho que Escher foi arquiteto de Hogwarts e fez aquelas escadas doidas. AG:
Nunca mais vou olhar um azulejo da mesma forma.
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magicas do Castelo de Hogwarts, a escola de magia dos filmes de Harry Potter (Figura7).
A enriqueceu a dindmica, ao evocar um outro tempo registrado em sua memoria e fazer
correlagbes com as novas observagdes; 0 passeio pelo Museu do Azulejo, através da
exibicéo do video Isto € Matematica, fez a estudante AG externar que “Nunca mais vou
olhar um azulejo da mesma forma”, conforme registrado no dialogo entre a professora,

A e AG a sequir.

Escadas Méveis do Castelo de Hogwarts - Escola de Magia, Filme Harry Porter ESCHER. Relatividade, litografia, 1953.

Fonte: lzar, 20234, p.124

Outras obras do site MC Escher Symmetry foram exibidas. Durante a apresentacéo
foi solicitado que os estudantes observassem e identificassem a TG estudada nos trabalhos
do artista. A estudante A pergunta® o que seria o vetor na obra de Escher. Para esclarecer
a duvida de A e de outros aprendizes®*, foi utilizada uma captura de tela da propria obra

exibida, representando um vetor (Figura 8).

Figura 8 — Destaque de um vetor na obra de Escher

setor &

Fonte: Izar, 20234, p. 125

Na sequéncia, foi compartilhada a tela do GeoGebra, contendo um pentagono
irregular e o vetor u. No programa foi aplicada a ferramenta translacdo para gerar um

segundo pentagono de vetor u (Figura 9-A e Figura 9-B) com o propdsito de evidenciar

33 A: Al o vetor... Ai, no caso é o qué? Cada nadada que o peixe da?
3 p: A distancia da ponta da nadadeira do peixe mais escuro até a pontada nadadeira da cépia do peixe.
Se vocé perceber, essas distancias s@o as mesmas. A: Esse € o vetor? P: Sim. Vou compartilhar com
vocés um exemplo no GeoGebra.
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que as distancias entre os vértices correspondentes do poligono original e da copia
transladada eram iguais, ou seja, congruentes ao tamanho do vetor **(Figura 9-C e Figura
9-D).

No momento seguinte®®, A fez a descricdo do que entendeu sobre o vetor, e foi
ressaltado pela docente que o conceito de vetor agrega um terceiro elemento ao segmento

de reta — que indica apenas tamanho e direcdo —: o sentido.

Figura 9 — Distancias entre os vértices correspondentes na translagéo
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Fonte: Izar, 2023a, p. 126

O trabalho com o GeoGebra, associado a percepcdo do movimento pode estimular
o discente a fazer conjecturas (Pinheiro; Alves; Araujo, 2020). O exemplo de construcdo
mostrado no GeoGebra auxiliou a esclarecer a divida de A e de outros estudantes que nao
verbalizaram suas questdes similares. As imagens trabalhadas no software contribuiram
para a visualizacdo do vetor na figura transladada. A linguagem hibrida (Santaella, 2019)
viabilizou o processo de entendimento do contetido apresentado.

O didlogo mostra a pesquisadora trazendo as ideias de vetor como segmento de
referéncia e como indicador de direcdo (Yanik, 2014). Todavia, ao relacionar a distancia
entre os vértices das figuras em analise, parece que A estd com outra interpretacdo. Seria

a de parametro? Caberiam mais interacOes e analises para esclarecimentos.

35 P: Vou usar a ferramenta translagdo por um vetor disponivel no GeoGebra (Figura 9-A). Translagdo de
qué? Do poligono de acordo com o vetor. Surgiu outro poligono congruente ao primeiro (Figura 9-B).
Entao, se eu deslocar o vetor passando em cada vértice do poligono original, a gente pode verificar que o
vetor termina no vértice correspondente do poligono copiado e que as disténcias sdo as mesmas (Figuras
9-CeD).

3% A: Agora eu entendi de verdade o que ¢ vetor. Vetor é a distancia dos vértices da cépia a imagem
antiga. P: Isso. Vou mudar a cor do pentagono copia e deslocar o vetor novamente para visualizar que
a distancia entre os vértices correspondentes é a mesma. O tamanho é o mesmo e precisa deslocar no
mesmo tamanho. Por que que a gente chama de vetor? Porque o segmento de reta ndo tem sentido. Ele
sO tem direcdo e tamanho, comprimento. O sentido ¢é informado pela setinha. O vetor tem a setinha, logo
informa a direcéo, o sentido e 0 tamanho do deslocamento. JP: Agora eu entendi.

EMSF — UFFS-Chapecd.SC - Vol. 6, n. 1, p. 100-129, Jan./Jul. 2024.




EDUCAGAO MATEMATICA SEM FRONTEIRAS: Pesquisa em Educagio Matematica.

ISSN: 2596 -318X
DOI 10.36661/2596-318X.2024v6n1.14515

O video Isto € Matematica mostrou obras em que Escher brincava com a
representacdo do bi e do tridimensional. As litografias Répteis e Encontro (Figura 10)
exemplificam esse registro de transicédo da representacdo 2D para a apresentagdo 3D. Em
Répteis, 0 artista representa os jacarés saindo da tela da obra, passeando sobre os objetos
e voltando. Faz 0 mesmo na obra Encontro, onde representa os homens saindo do plano
de fundo, caminhando em trajetdria eliptica e cumprimentando-se no primeiro plano da
obra. O entendimento dessa representacdo nas obras de Escher fazia sentido para os
estudantes, devido ao estudo do conteudo Figuras Planas e N&o Planas e suas respectivas

representacdes na disciplina Desenho no CAp-UERJ.

Figura 10 — Obras de Escher

ESCHER. Repteis, litografia, 1943. ESCHER. Encontro, litografia, 1944,

Fonte: MC Escher Symmetry

As observacOes sobre as obras de Escher e a constru¢do exemplificada na FiguralO
levaram o estudante V a visualizar a possibilidade de representacéo de figuras ndo planas
através da Translacdo. Associou 0 vetor com a terceira dimensdo nas representacdes de
um objeto em 3D, ou seja, em perspectiva. No fluxo da conversa®’, A descreve sua
visualizagdo de como um cubo seria gerado.

A professora retorna ao GeoGebra e constroi um quadrado e um vetor para ilustrar
0 processo de visualizacdo de A%, Para a representacéo ficar bem proxima da perspectiva
de um cubo, foram desenhadas as arestas tracejadas — as arestas internas naquele angulo

de visao (Figura 11).

37 V: Para fazer uma figura 3D sempre existe um vetor? P: D& para desenhar uma figura 3D com um
vetor. Se eu fechar essas figuras... A: Entéo o vetor... Por exemplo, um cubo... Entdo aquelas linhas que
ligam cada vértice é um vetor? P: Podem ser congruentes a um vetor. Por exemplo, poderia construir um
prisma aqui. Vou construir aqui um triangulo.

38 A: E... tipo assim, vocé construir uma carreira de guadrados... Quer dizer... um cubo, da um espaco, um
cubo, um espago, ai botar um vetor. Ai, entre um e outro vai criar outro cubo. P: Sim. Construi um
quadrado e um vetor, aqui. Agora vou fazer a translacdo desse quadrado com esse vetor. Se eu ligar os
vértices correspondentes, crio um cubo. A: Entdo... era dessa linha que eu tava falando. P: Vou colocar
essas linhas tracejadas para indicar que estao dentro do cubo.
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Figura 11 — Exemplificando a translacdo de um quadrado
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Fonte: Izar, 20233, p. 129“,.,‘

Apos responder a questdo de A, a educadora®® elabora uma nova representagio no
GeoGebra, para contribuir com a visualizacdo do estudante V sobre o vetor nas figuras
3D: outra figura (um triangulo), em outra posi¢cdo e comum novo vetor (vertical e para
cima). Foi destacado que a representacdo formada pelo conjunto triangulo original,
triangulo transladado e segmentos que unem os Vvértices correspondentes dos triangulos
(cdpias do vetor) lembra o solido geométrico denominado prisma (Figura 12). Outro
momento impar da interacdo, pois o estudante V visualizou, através da unido das figuras

transladadas, um solido geométricoC.

et e O Gesates Clasics

Figura 12 — Exemplificando a translacéo de um tridngulo
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Fonte: Izar, 20233, p. 130

E significativo destacar que a translagio é uma transformagc&o geométrica plana que
pode remeter a uma representacdo tridimensional, como no caso da Figura 11-C e da
Figura 12-C. Os estudantes A e V visualizaram a possibilidade de representar objetos 3D,
ao se depararem com os exemplos de poligonos transladados. I1sso sugere que exercicios

de representacdo de objetos tridimensionais em superficies planas deveriam ser

39 P: A mesma construcéo eu posso fazer com um tridngulo. Vou tragar o vetor para cima e na vertical.
Vou fazer a translacéo do tridngulo de acordo com o vetor. Observe que, se eu copiar o vetor e colar nos
vértices correspondentes, o tamanho sera 0 mesmo. E precisa ser o mesmo, pois a translacao foi feita com
o tamanho do vetor.

40 P: Se considerarmos o sélido formado por esse conjunto (triangulo original, triangulo copia e segmentos
cbpias do vetor), teremos um prisma de base triangular. Certo? V: Ok. A: Sim. JP: Sim. FH: Sim. I: Sim.
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desenvolvidos mais frequentemente com estudantes ao longo do Ensino Fundamental.
Esse tipo de representacdo € usual e instigante — as vezes dificultosa — e carece de mais
estudos, pois pode envolver as cinco possibilidades de imagens que 0s sujeitos possuem
dos vetores (Yanik, 2014) ou pode permitir outras.

Consideracoes Finais e Desdobramentos

Utilizar ambientes virtuais € mais uma forma de ensino e de aprendizagem
matematica, seja em dinamicas online ou presenciais. Selecionamos dois protocolos
voltados para o conceito de translagdo. O primeiro estudo (Bairral; Silvano, 2023)
sintetizado aqui analisou interagdes no VMTcG. Nele a aprendizagem ocorreu mediante
interacdes multirrepresentacionais no ambiente. No segundo estudo (lzar, 2023a), o
aprendizado ocorreu no AVA-Cap e foi potencializado pelas interacGes a partir dos
diferentes caminhos trilhados (video, museu, planilha do GeoGebra etc.) pelos estudantes
a partir da ambiéncia proposta.

A partir do analisado cabe destacar contribui¢des de cada estudo e desdobramentos
para novas investigacbes em ambientes virtuais com recursos dindmicos. Aspectos
emergentes do E1: ampliar a anélise de tarefas de conteddo similar com 0s mesmos
sujeitos; usar o controle deslizante; aprimorar andlise de processos de raciocinio
(ascendente ou descendente); e do E2: analisar com mais detalhes a rede imagético-
midiatica favorecida pelas tarefas; utilizar imagens conceituais de vetor e representactes
na tela 2D para 3D e vice-versa.

O Estudo 1 inova, ao analisar a partir de gréficos gerados na prdpria plataforma.
Embora ndo fornecam informacGes sobre a aprendizagem dos envolvidos, os graficos
possibilitam ao pesquisador observar o desenvolvimento interativo como um todo, ou
seja, variagdes, acessos, uso do quadro-branco ou do chat, quantidade de tempo etc. A
partir da geracdo de gréaficos € possivel selecionar elementos de analise, como vimos no
caso selecionado.

Conceitualmente atua na abordagem de conteudo escasso na formacgdo de
professores de Matematica e na escola. Ao potencializar interagdes sincronas em AGD,
estimula a criatividade, a construcdo e a analise de figuras geométricas, tornando mais
instigante a temética para uma geragéo cercada de tecnologia (Delmondi; Pazuch, 2018).

Cabe aprimorar a analise sobre aspectos funcionais nas transformacges, conforme
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indicado no Estudo 1.

Didaticamente a contribuicdo dos dois estudos estd no design de tarefas para
cenarios online. Nas atividades analisadas e ilustradas aqui € interessante pensar como
pequenos detalhes mudam completamente uma atividade e como também aprendemos
com nossos alunos, e ndo somente ensinamos. Ha uma relacao de troca de conhecimento
no ambiente da sala online.

Cada atividade realizada nos ambientes virtuais trouxe, para nds e para 0s
participantes, novas perspectivas de ensino e de aprendizagem de transformagdes
isométricas em AGD. Detalhes, ainda que pequenos, podem trazer alteracbes
significativas no rumo das intervencdes. Por exemplo, 0 acréscimo ou a supressao de um
icone do GeoGebra pode interferir nas descobertas e no aprendizado. A atualizacdo na
versdo do software também pode demandar mudanga no design da tarefa (Assis, 2020).
Ou, ainda, como vimos nas Figuras 11 e 12, a representacdo de objetos tridimensionais
na tela 2D pode também permitir exploracbes de poligonos transladados, mas a
compreensdo da transformacdo pode ndo ser trivial. Essa é uma frente de investigacao
que pode se abrir a partir dos estudos aqui ilustrados.

Nosso pensamento e nossa linguagem caminham conjuntamente. O estudo de
Yanik (2014) indicou a necessidade de mais analises sobre a importancia da linguagem,
principalmente, as palavras de uso mais formal articuladas as defini¢des de um conceito.
As transformacdes geométricas, em particular, possuem um potencial cognitivo-
corporificado que também incrementa o aprendizado e o desenvolvimento conceitual dos
sujeitos (Assis; Bairral, 2022). Considerando que as palavras ndo sdo entes isolados e
precisam ser vistas em um pacote semioético-multimodal (Arzarello; Robutti, 2010; Bussi;
Mariotti, 2008), em nossas futuras analises sequiremos ampliando o espectro linguistico
— no desenho didatico dos ambientes —, de modo a enriquecer as formas de interagir e de
aprender Matematica, conforme indicado pelo Estudo 2.

Mediante a reflexdo (ou giro) podemos produzir todas as isometrias do plano
(Silva; Almouloud, 2021), e as quatro isometrias basicas — translagéo, rotacéo, reflexdo
ou simetria axial e reflexdo deslizante ou simetria deslizante — podem ser obtidas como
composicdes de reflexdes (Veloso, 2012). Com os dois estudos descritos focamos na
translagdo, mas cabe elaborar atividades que explorem essa composi¢cdo de modo a

verificar mais detalhes no aprendizado em tarefas com AGD, incluindo o aprimoramento
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da compreensdo — com a potencializacdo de linguagens hibridas — dos conceitos de
transformacéo e de relacdo funcional.

Como observado em Assis (2020), nos dois cenarios aqui descritos, a composi¢do
(o produto) de transformacbes ndo foi evidente. Importa também realizar mais estudos,
de modo a conferir se isso € uma particularidade dos dispositivos com toques em tela.
Outro aspecto que merece maior atencdo é o uso do controle deslizante, ou melhor, o

design de tarefa integrando esse recurso, como feito em Bairral e Brito (2024).
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