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ACONTECIMENTOS COMPLEMENTARES EM PROBABILIDADES:
EXPLORACAO POR FUTUROS PROFESSORES DOS PRIMEIROS ANOS

COMPLEMENTARY EVENTS IN PROBABILITY: EXPLORATION BY
PROSPECTIVE PRIMARY SCHOOL TEACHERS

José Antdnio Fernandes®

Resumo

No artigo apresenta-se um estudo com estudantes, futuros professores dos primeiros anos escolares, sobre
acontecimentos complementares, a partir dos objetivos: 1) verificar se dois acontecimentos dados sdo ou
ndo complementares; 2) enunciar a definicdo de acontecimentos complementares; e 3) formular exemplos
de acontecimentos complementares. Participaram no estudo 37 estudantes do 2.° ano do curso de
Licenciatura em Educacdo Basica, que frequentavam uma universidade do norte de Portugal. Os dados
foram obtidos através da aplicacdo de um questionario com vdrias tarefas sobre diversos tipos de
acontecimentos, sendo que no estudo foram usados os dados resultantes das respostas dadas pelos
estudantes a apenas uma tarefa com quatro itens, envolvendo a classificagdo, defini¢do e formulacdo de
acontecimentos complementares. Em termos de resultados, destaca-se que mais de metade dos estudantes
foi capaz de classificar acontecimentos em complementares ou ndo complementares e de formular
exemplos de acontecimentos complementares, mas muito poucos justificaram adequadamente as suas
respostas. Ja os estudantes tiveram mais dificuldades em definir acontecimentos complementares, com
cerca de um em cada trés a enunciar corretamente a definicdo. Contudo, mesmo os estudantes que
apresentaram definigdes corretas e completas tiveram dificuldade em aplicar essas definicbes para
justificarem a classificagdo dos acontecimentos em complementares ou ndo complementares e a
exemplificacdo de acontecimentos complementares, 0 que destaca a necessidade de os estudantes
praticarem tais justificagdes.

Palavras-Chave: Probabilidades; acontecimentos complementares; futuros professores; primeiros anos
escolares.

Abstract

The article presents a study with students, prospective primary school teachers, about complementary
events, based on the objectives: 1) to verify if two given events are complementary or not; 2) to state the
definition of complementary events; and 3) to formulate examples of complementary events. Participated
in the study 37 students of the 2nd year of the Degree in Basic Education, who attended a university in the
north of Portugal. The data were obtained through the application of a questionnaire with several tasks
about different types of events, and in the study the data resulting from the answers given by the students
to only one task with four items, involving the classification, definition and formulation of complementary
events were used. In terms of results, it is noteworthy that more than half of the students were able to
classify events as complementary or non-complementary and formulate examples of complementary
events, but very few adequately justified their answers. Students, on the other hand, had more difficulty in
defining complementary events, with about one in three enunciating the definition correctly. However, even
students who presented correct and complete definitions had difficulty in applying these definitions to
justify the classification of events in complementary or non-complementary and the exemplification of
complementary events, which highlights the need for students to practice such justifications.
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Introducéo

Ultimamente, varios investigadores vém defendendo o ensino de Probabilidades e
Estatistica nos primeiros anos escolares (Batanero, 2013; Borovcnik; Peard, 1996), e até
mesmo na educacdo infantil (Alsina, 2021; Batanero et al., 2021; Nikiforidou; Pange,
2010). Em consequéncia, vem-se assistindo a introducéo destes temas nos documentos
curriculares, sejam de tipo oficial ou profissional, desde as primeiras idades (e.g., Brasil,
2018; Ministério da Educacdo, 2021, 2023; Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte,
2014; National Council of Teachers of Mathematics, 2000).

Portanto, na generalidade dos paises, vem-se assistindo a introducdo e
aprofundamento do estudo dos temas de Probabilidades e Estatistica. Concretamente, em
Portugal, os temas de Probabilidades e/ou Estatistica fazem parte do programa da
disciplina de matemaética de todos os anos do ensino bésico, portanto, do 1.° a0 9.° ano de
escolaridade (Ministério da Educacdo, 2021). Prosseguindo para o ensino secundario, 0s
alunos, seguindo também o programa da disciplina de matematica, terdo de estudar um
tema de Probabilidades ou de Estatistica em cada um dos trés anos escolares deste ciclo
de estudos (Ministério da Educagdo, 2023).

Perante as mudancas curriculares, deve-se averiguar se os professores em exercicio
bem como os futuros professores possuem uma formacéao que lhes permita desenvolver
um ensino adequado dos novos contetdos introduzidos, em especial nos primeiros anos
escolares uma vez que os temas de Probabilidades e Estatistica s recentemente fazem
parte dos programas escolares, donde os professores ha mais tempo na profissdo poderdo
ndo ter estudado essas teméticas durante a sua formacao inicial.

Embora seja da maior relevancia ter em conta as orientacdes recentes para o ensino
de Probabilidades e Estatistica (Fernandes; Diniz, 2022), futuros professores dos
primeiros anos tém dificuldades no ensino de Probabilidades e Estatistica (Rodriguez,
2014). Relacionado com o presente estudo, investigacGes anteriores tém demonstrado que
futuros professores dos primeiros anos revelam dificuldades no tema de Probabilidades,
designadamente em formular acontecimentos incompativeis, complementares e
independentes (Fernandes; Barros, 2021), em classificar, definir e formular

acontecimentos incompativeis ou disjuntos (Fernandes, 2022), em relacionar
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acontecimentos incompativeis e complementares (Fernandes; Oliveira Janior, 2023) e em
calcular probabilidades de acontecimentos envolvendo conectivos logicos (Fernandes,
2018).

A importancia do estudo dos diferentes tipos de acontecimentos resulta da sua
aplicacdo no estudo de outros conceitos probabilisticos. Por outro lado, adotando como
critérios a ligagdo ao mundo real, a criacdo de modelos da realidade e a manipulagdo dos
proprios modelos, Green (1982) estabeleceu uma lista das ideias fundamentais de
Probabilidades, nas quais inclui, para além de outros conceitos, 0s acontecimentos
incompativeis, a probabilidade condicionada e a independéncia. Deste modo, 0 autor
destaca a importancia do estudo de diversos tipos de acontecimentos em Probabilidades.

Neste contexto, no artigo estuda-se o desempenho de futuros professores dos
primeiros anos em acontecimentos complementares, a partir dos trés objetivos seguintes:
1) verificar se dois acontecimentos dados sdo ou ndo complementares; 2) enunciar a
definicdo de acontecimentos complementares; e 3) formular exemplos de acontecimentos
complementares. Comparativamente com o estudo de Fernandes (2022), em que se
formularam os mesmos objetivos para acontecimentos incompativeis, o presente estudo
amplia aquele estudo ao pesquisar 0s acontecimentos complementares e permitir
estabelecer comparacdes do desempenho dos estudantes nos acontecimentos
incompativeis e complementares.

Depois de apresentado e justificado o estudo, na proxima seccao desenvolve-se o
enguadramento teérico, em que se trata a abordagem conceitual de acontecimentos
incompativeis, complementares e independentes e reveem-se estudos prévios sobre a
aprendizagem de tais acontecimentos, e segue-se a sec¢do de metodologia, na qual se
caracteriza o estudo realizado, os participantes e os métodos de recolha e analise de dados.
Na seccdo seguinte apresentam-se 0s resultados do estudo organizados a partir dos
objetivos estabelecidos e na ultima seccédo, de conclusGes e implicagdes, apresentam-se
as principais conclusdes do estudo, confrontando-as com a literatura revista e extraindo

consequéncias para a formacéo dos futuros professores.

Enquadramento tedrico

Nesta seccdo abordaremos o0s acontecimentos probabilisticos segundo duas

perspetivas distintas: na primeira trataremos 0s acontecimentos numa vertente conceitual
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e na segunda reveem-se alguns estudos prévios sobre acontecimentos incompativeis,

complementares e independentes.

Tratamento conceitual dos acontecimentos

A realizacdo de uma experiéncia aleatéria permite obter qualquer um dos seus
resultados possiveis, os quais conjuntamente definem o chamado espago ou universo de
resultados. Portanto, no conjunto, que constitui o espaco de resultados, podemos
considerar qualquer um dos seus subconjuntos, subconjuntos esses que definem os
acontecimentos associados a experiéncia aleatoria.

Os acontecimentos podem classificar-se segundo diferentes critérios, dando origem
a variados tipos de acontecimentos, designadamente: acontecimentos certos, possiveis
(mas ndo certos), impossiveis, incompativeis (ou disjuntos ou mutuamente exclusivos),
complementares e independentes. Os acontecimentos certos, possiveis (mas nao certos) e
impossiveis envolvem apenas um acontecimento e definem-se através de subconjuntos
do espaco de resultados, respectivamente, o proprio espaco de resultados (certo), um
subconjunto diferente e ndo vazio do espaco de resultados (possivel mas ndo certo) e o
subconjunto vazio (impossivel). Portanto, sendo estes tipos de acontecimentos
relativamente simples de identificar e formular, os alunos iniciam, em Portugal, o seu
estudo logo no 3.° ano de escolaridade (Ministério da Educacéo, 2021).

Ja os acontecimentos incompativeis, complementares e independentes referem-se a
dois acontecimentos que satisfazem certas condicdes, respectivamente, a sua intersecdo é
0 acontecimento impossivel (incompativeis), a sua intersecdo € 0 acontecimento
impossivel e a sua reunido o acontecimento certo (complementares) e a probabilidade da
realizacdo de um dos acontecimentos ndo depende da realizacdo do outro
(independentes). Assim, tratando-se de tipos de acontecimentos mais complexos, em
termos de definicdo e de formulacdo, eles sdo estudados em anos escolares mais
avancados: 0s acontecimentos incompativeis e complementares séo introduzidos no 9.°
ano (Ministério da Educacdo, 2021) e os acontecimentos independentes sdo introduzidos
no 12.° ano (Ministério da Educacdo, 2023).

No caso do presente estudo interessam-nos 0s acontecimentos complementares,
sendo que eles devem satisfazer as duas seguintes relacGes: a reunido é o espago de

resultados, ou seja, é o acontecimento certo, e a interse¢do é o acontecimento impossivel,
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que equivale a dizer que o0s acontecimentos sdo incompativeis. Portanto, dois
acontecimentos sdo complementares se eles sdo incompativeis e a sua reuniao é o espago
de resultados, o que equivale a afirmar que um dos acontecimentos € o contrario do outro.

De acordo com Oliveira (1990), a definicdo formal de probabilidade assenta nos
trés axiomas seguintes: 1) P(A) = 0, sendo A um acontecimento qualquer; 2) P(U) = 1,
sendo U o espaco de resultados; e 3) P(AUB) =P(A)+ P(B), sendo A e B
acontecimentos incompativeis. Verifica-se, portanto, que no axioma 3) intervém a nogédo
de acontecimentos incompativeis e nos axiomas 2) e 3) esta subjacente, implicitamente,
a nocdo de acontecimentos complementares quando A U B = U. Dai resulta que P(A U
B) =1 e, portanto, P(A) + P(B) = 1, o que significa que os acontecimentis A e B sdo
contrarios. Conclui-se, assim, que a definicdo formal ou axiomatica de probabilidade
implica as nogdes de acontecimentos incompativeis e complementares.

Em relacdo as definicGes de acontecimentos incompativeis e independentes,
Martins (2017) chama a atencdo para a frequente confuséo entre os conceitos referentes
a estes dois tipos de acontecimentos, acrescentando que dois acontecimentos ndo podem
ser incompativeis e independentes simultaneamente, a ndo ser que um deles seja o
acontecimento impossivel. Para evitar tal confusdo, a autora recomenda ter-se em atengéo
que estes conceitos exprimem relac@es diferentes: a incompatibilidade de acontecimentos
é uma propriedade inerente aos acontecimentos, ndo sendo necessario definir qualquer
probabilidade, e a independéncia de acontecimentos estd dependente do modelo de

probabilidade definido no espaco de resultados onde estdo definidos os acontecimentos.

Estudos prévios

Porque estdo mais ligados com o presente estudo, iremos, de seguida, rever estudos
envolvendo  acontecimentos  certos, possiveis, impossiveis, incompativeis,
complementares e independentes.

Sobre acontecimentos certos, possiveis (mas ndo certos) e impossiveis existem
muitas investigacOes acerca da classificacdo e formulacdo de exemplos desses tipos de
acontecimentos. Por exemplo, no estudo que realizaram, Fischbein, Nello e Marino
(1991) verificaram que a maioria dos alunos do 4.° ao 8.° ano, que participaram no estudo,
classificaram e definiram corretamente exemplos de acontecimentos certos, possiveis

(mas ndo certos) e impossiveis, nas experiéncias de lancamento de um dado e de girar
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uma tdmbola de jogo dividida em 90 partes iguais, revelando-se um pouco mais dificil a
categoria dos acontecimentos certos e a formulagdo de exemplos. Os autores constataram,
ainda, uma pequena melhoria das respostas com o ano escolar em todos os itens e com o
estudo prévio de probabilidades na maioria dos itens.

Num estudo posterior, Barros (2003) verificou que quase todos os futuros
professores dos primeiros anos, que participaram no estudo, classificaram e formularam
corretamente exemplos de acontecimentos certos, possiveis (mas ndo certos) e
impossiveis, na experiéncia de girar uma témbola de jogo dividida em 90 partes iguais e
na extracdo de uma bola de um saco com bolas de trés cores distintas. Em geral,
confirmam-se os resultados obtidos por Fischbein, Nello e Marino (1991), mais préximos
no 8.° ano, e a ligeira maior dificuldade na classificacdo e formulacdo de exemplos de
acontecimentos certos.

Fernandes (2022) conduziu um estudo com futuros professores dos primeiros anos
escolares sobre vérias dimensbes dos acontecimentos incompativeis, designadamente:
classificar acontecimentos dados em incompativeis ou ndo incompativeis; definir
acontecimentos incompativeis; e formular exemplos de acontecimentos incompativeis.
Em termos de resultados, em meédia, 78% dos estudantes classificaram corretamente 0s
acontecimentos dados, mas apenas 16% o fizeram a partir de justificagdes corretas e
completas, donde se constata que os estudantes tiveram grandes dificuldades em justificar
as suas respostas. Ja na definicdo e na formulacdo de acontecimentos incompativeis o0s
estudantes foram menos sucedidos, sendo que 59% dos estudantes apresentaram a
definicdo correta e completa de acontecimentos incompativeis e 68% apresentaram
exemplos de acontecimentos incompativeis, dos quais apenas 35% apresentaram
respostas corretas e completas, o que denota novamente a dificuldade dos estudantes em
justificar adequadamente as suas repostas.

Num estudo de Fernandes e Barros (2021) questionaram-se futuros professores dos
primeiros anos escolares acerca de acontecimentos disjuntos, complementares e
independentes. Mais especificamente, pediu-se aos estudantes para definirem pares de
exemplos de acontecimentos disjuntos, complementares e independentes na experiéncia
aleatdria de langcamento de um dado duas vezes consecutivas. Os resultados neste estudo
mostram que os estudantes sentiram muitas dificuldades em definir os acontecimentos

pedidos, tendo-se obtido a percentagem de respostas corretas de 42% nos acontecimentos
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incompativeis (mas ndo complementares), 13% nos acontecimentos complementares e
23% nos acontecimentos independentes. Constata-se, portanto, que formular exemplos
foi mais dificil nos acontecimentos complementares, seguiram-se 0S acontecimentos
independentes e 0s acontecimentos incompativeis (mas ndo complementares) foram os
menos dificeis. Em outro estudo, Fernandes (2018) verificou que futuros professores dos
primeiros anos consideraram como sendo incompativeis acontecimentos ndo disjuntos, o
que é contraditorio.

Num estudo com alunos malaios do 4.° e do 6.° ano do ensino secundario (12-15
anos), Munisamy e Doraisamy (1998) constataram que se revelaram mais dificeis para os
alunos os conceitos de frequéncia relativa, acontecimento complementar, acontecimentos
compostos, lei aditiva de probabilidades e probabilidade condicionada. Os autores
verificaram, ainda, que a lei de multiplicacéo de probabilidades foi particularmente dificil
para os alunos. Portanto, novamente, os acontecimentos complementares se revelaram
dificeis.

Num outro estudo, Fernandes e Oliveira Janior (2023) questionaram futuros
professores dos primeiros anos sobre relacdes existentes entre acontecimentos disjuntos
e complementares: se acontecimentos disjuntos sao complementares e reciprocamente,
bem como se os contrarios de acontecimentos disjuntos (complementares) séo disjuntos
(complementares). Na tarefa, com quatro itens, os estudantes deviam afirmar a verdade
ou falsidade das relacdes declaradas e as correspondentes justificacfes. Relativamente a
verdade/falsidade das relacdes, obteve-se, em média, 53% de respostas corretas por item,
0 que pode ser visto como um desempenho razoavel. J& no caso das justificacdes, o
desempenho piorou, verificando-se que por item, em média, 43% dos estudantes
apresentaram justificacdes irrelevantes ou ndo apresentaram qualquer justificacdo. Dessas
justificacBes, 21% sdo relativas a respostas corretas, 0 que agrava consideravelmente o
desempenho dos estudantes. Mais, muitas das restantes justificagdes apresentam
limitacdes em relacdo as definicdes e relacdes dos acontecimentos ou em relacdo a prova
baseada num exemplo ou em diagramas de Venn.

Tendo por finalidade promover a aprendizagem dos conceitos de acontecimentos
incompativeis e complementares, Ramirez-Montes e Henriques (2018) implementaram
uma intervencéo de ensino exploratdrio (Canavarro, 2011) numa turma de alunos do 10.°

ano, da Costa Rica, recorrendo a simulagdo no GeoGebra. Nas simulagfes determinavam-
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se valores de P(4), P(A), P(B), P(B), P(An B) e P(A U B) e estudava-se, de seguida,
a relacio P(AUB)=P(A)+ P(B), que permite identificar acontecimentos
incompativeis, e a relagdo P(A) + P(A) = 1, que permite identificar acontecimentos
complementares. Dos resultados do estudo, os autores concluiram que a realizacdo da
tarefa exploratoria permitiu aos alunos aprenderem aqueles conceitos, apesar de que
alguns deles ainda sentiam algumas dificuldades nos acontecimentos complementares.
Portanto, também neste estudo se constatou que os alunos sentiram mais dificuldades nos

acontecimentos complementares do que nos acontecimentos incompativeis.

Metodologia

O estudo tem por prop6sito investigar o conhecimento de estudantes, futuros
professores dos primeiros anos, sobre acontecimentos complementares, a partir dos trés
objetivos seguintes: 1) verificar se dois acontecimentos dados sdo ou ndo
complementares; 2) enunciar a definicdo de acontecimentos complementares; e 3)
formular exemplos de acontecimentos complementares. O estudo do conceito de
acontecimentos complementares a partir da definicdo do conceito, da classificacdo de
exemplos e da formulacdo de exemplos permite estudar em maior abrangéncia a
compreensdo do conceito pelos estudantes (Skemp, 1993).

Para atingir 0s objetivos do estudo conduziu-se uma investigacéo,
fundamentalmente, quantitativa e de natureza descritiva (McMillan; Schumacher, 2014),
recorrendo-se a técnica de anélise de contetido (Bardin, 2002) para estudar as justificacdes
dadas pelos estudantes.

Participaram no estudo 37 estudantes do 2.° ano do curso de Licenciatura em
Educagéo Bésica, de uma universidade do norte de Portugal. A entrada na universidade,
o0s estudantes tinham uma formacdo matematica variada obtida no ensino secundario em
cursos profissionais, em cursos humanisticos ou em cursos cientifico-tecnolégicos.

Os dados do estudo resultaram das resolucdes dos estudantes ao responderem a um
questionario com varias tarefas sobre diferentes tipos de acontecimentos, das quais
tratamos aqui aquela que diz respeito a acontecimentos complementares, e que se mostra
no Quadro 1. Aquando da aplicacéo do questionario, os estudantes j& tinham frequentado

a unidade curricular de Probabilidades e Estatistica do ensino superior, tendo-se
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assegurado o anonimato dos estudantes e a salvaguarda da confidencialidade dos
participantes em qualquer publicagido com dados do estudo.

Quadro 1: Tarefa proposta aos estudantes.

1. Em cada alinea seguinte, verificar se os acontecimentos A € B sdo ou ndo complementares,
sendo:

a. A: “obter um niimero par” ¢ B: “obter um numero inferior a 4”, na experi€ncia aleatdria de
lancamento de um dado numerado de 1 a 6.

b. A: “obter pelo menos uma face escudo” e B: “obter duas faces cara”, na experiéncia
aleatoria de lancamento de duas moedas ao ar.

2. Relativamente a uma experiéncia aleatdria,

a. Defina quando é que dois acontecimentos A e B sdo complementares.

b. Defina dois acontecimentos A e B, diferentes dos que foram definidos na questéo 1, que
sejam complementares.

Fonte: Elaboracdo do autor (2022)

A tarefa proposta contém duas questes, com um total de quatro itens. Nos itens 1a
e 1b, da questdo 1, € dado um par de acontecimentos relativo a experiéncia aleatoria de
lancamento de um dado e de langamento de duas moedas, respectivamente, e interrogam-
se 0s estudantes sobre se 0s acontecimentos sdo ou ndo complementares. Em termos de
resposta, espera-se que os estudantes verifiquem que os acontecimentos ndo sdo
complementares em la e sdo complementares em 1b. Da questdo 2, no item 2a ¢é pedido
aos estudantes que enunciem a definicdo de acontecimentos complementares, esperando-
se que estabelecam as relacbes A N B = @ (acontecimento impossivel) e AUB =U
(acontecimento certo), em que A e B sdo dois acontecimentos, eventualmente,
substituindo uma ou ambas as rela¢Ges pelas probabilidades P(ANB) = 0e P(AUB) =
1, ou um enunciado equivalente em linguagem corrente. Por fim, no item 2b, tratando-se
de um item de resposta aberta, espera-se que 0s estudantes formulem dois acontecimentos
complementares de uma experiéncia aleatéria, diferentes dos que foram referidos nos
itens la e 1b.

Finalmente, no tratamento e analise de dados estudaram-se as respostas dadas pelos
estudantes relativamente a classificacdo de acontecimentos em complementares e ndo
complementares, as justificacbes dessa classificacdo e a definicdo e exemplificacdo de
acontecimentos complementares. Em todos os casos, determinaram-se frequéncias dos
tipos de acontecimentos (complementares e ndo complementares) e das justificacdes das
respostas, organizadas em corretas e completas, incompletas e/ou com erros e totalmente

incorretas, que constituem as categorias da analise de conteudo. Por fim, recorreu-se a
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tabelas para resumir essa informacdo. Complementarmente, tendo em vista aprofundar a
compreensdo do processo de andlise, apresentam-se alguns exemplos de respostas dos
estudantes, identificados pela letra E (abreviatura de estudante) seguida do nimero que
Ihe foi atribuido (de 1 a 37).

Apresentacao de resultados

Nesta seccdo apresentam-se os resultados do estudo, organizados segundo cada um
dos seus objetivos, ou seja: classificar acontecimentos em complementares ou néo
complementares; enunciar a definicdo de acontecimentos complementares e formular

exemplos de acontecimentos complementares.

Classificar acontecimentos em complementares ou ndo complementares

Nos dois itens da questdo 1, esperava-se que os estudantes verificassem gue ndo sao
complementares o0s acontecimentos do item la e que sdao complementares o0s
acontecimentos do item 1b, explicando as raz0es das suas respostas. A seguir analisam-
se as respostas dadas pelos estudantes em cada um desses itens.

Item la. Neste item verificou-se que 25 (68%) estudantes responderam que 0s
acontecimentos ndo sdo complementares, que é a resposta correta, 9 (24%) responderam
que sdo complementares e 3 (8%) néo responderam. Face a estes resultados, constata-se
que cerca de dois em cada trés estudantes classificou corretamente que 0s acontecimentos
ndo sdo complementares.

Seguidamente, para aprofundar a compreensdo dos estudantes, analisam-se as
justificacBes por eles referidas no processo de obtencéo das suas respostas. Na Tabela 1
apresentam-se as frequéncias (em %) dos tipos de justificagcdes avancados pelos

estudantes, segundo o tipo de acontecimentos complementares e ndo complementares.

Tabela 1: Frequéncias (em %) dos tipos de justificacdo no item 1a.

Acontecimentos
e Né&o
Justificagao Complementares | complementares Total
Correta e completa — 5(14) 5(14)
Incompleta e/ou com erros 6 (16) 18 (49) 24 (65)
Sem justificacdo 3(8) 2(5) 5(14)

Fonte: Elaboracdo do autor (2023)
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Pela Tabela 1 verifica-se que mais de metade dos estudantes apresentaram
justificagbes incompletas e/ou com erros, seguindo-se, com igual percentagem, mas
muito inferior, aqueles que apresentaram justificacBes corretas e completas e 0s que nao
apresentaram qualquer justificacao.

No caso das justificacbes corretas e completas, um estudante verificou que o0s
acontecimentos nao sdo incompativeis, trés mostraram que a unido dos acontecimentos
ndo € o espaco de resultados e um mostrou que 0s acontecimentos ndo sdo incompativeis
nem a sua unido € o espaco de resultados. Note-se que na verificacdo de que dois
acontecimentos sdo ndo complementares basta mostrar que nao se verifica uma das
condicBes: os acontecimentos ndo sdo incompativeis ou a sua unido ndo € o espaco de
resultados. Ora, neste item, o facto de os acontecimentos ndo verificarem nenhuma das
duas condicOes contribuiu para mais estudantes apresentarem justificaces corretas e
completas, ja& que no caso de ndo se verificar apenas uma das duas condi¢des menos
estudantes teriam apresentado justificacdes corretas e completas. Na Figura 1 apresenta-
se um exemplo deste tipo de justificacao.

Figura 1 — Resposta apresentada pelo estudante E30 no item 1a.
A={a4.6f O o= {423, 4,5, 0%

> .
Bed4,z/a}
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R . o j , €& o AUl # U i > alene U nonornten ’\\(b'\c,
o Comnplanmensane ,

Fonte: Elaboracdo do estudante (2022)

Na sua resposta, o estudante E30 comeca por definir os acontecimentos A, B e U
(espaco de resultados) em extensdo e, seguidamente, determina o conjunto A U B. Ao
verificar que AUB # U, 0 estudante conclui que o0s acontecimentos ndo séo
complementares

Ja as justificacBes incompletas e/ou com erros foram muito variadas, destacando-
se decisOes tomadas com base em probabilidades, a confusdo entre acontecimentos e
probabilidades e a auséncia de aplicacdo aos acontecimentos dados de definigcdes e
propriedades implicados na definicdo de acontecimentos complementares. Além disso,
salienta-se que alguns estudantes indicaram valores de probabilidades sem indicarem a
sua origem e bastantes estudantes (18) definiram os acontecimentos A e B, eventualmente

com erros. Destes ultimos, metade recorreram a uma representacdo em diagrama de Venn
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para definirem o espago de resultados. Nas Figuras 2 e 3 apresentam-se dois exemplos de

justificacgOes deste tipo.

Figura 2 — Resposta apresentada pelo estudantg E11 no item la.
Vo umw&'pezwxnﬂm Ao B Mo P® QOWM“"‘LMQ forquee o
J-.V\ii;‘uh%ﬁ do A eom B me S ’””"IIQMO
Fonte: Elaboragao do estudante (2022)

Nesta resposta, o estudante E11 afirma que a interse¢do dos acontecimentos A e B
ndo é o acontecimento impossivel, o que é suficiente para concluir que esses
acontecimentos também ndo sdo complementares. Contudo, o estudante devia ter
verificado que essa afirmacdo se cumpria para 0s acontecimentos A e B, 0 que ndo fez,

partindo da suposic¢ao que se cumpria.

Figura 3 — Resposta apresentada pelo estudante E34 no item 1a.
A. 2496 B2 3
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Fonte: Elaboracdo do estudante (2022)

Ja o estudante E34 define os acontecimentos A e B e representa-os hum diagrama
de Venn, donde é evidente que o resultado 2 é comum aos dois acontecimentos e, portanto
AN B+ @. Todavia, o estudante considera 2 como sendo a P(A n B), confundindo
acontecimentos com probabilidades. Também a atribuicdo do valor 2 a probabilidade é
paradoxal uma vez que qualquer probabilidade € um valor do intervalo [0,1].

Apesar de se ter referido antes que muitos estudantes identificaram corretamente os
acontecimentos como sendo ndo complementares, constata-se, agora, que a maior parte
dessas respostas baseou-se em justificacBes incompletas e/ou com erros ou nhdo
apresentaram mesmo qualquer justificacdo. Deste modo, este tipo de justificagcdo ou a
auséncia de justificacdo pGe em causa a compreensao dos estudantes acerca do conceito
de acontecimentos complementares, pois, constata-se que, de entre os estudantes que
classificaram corretamente os acontecimentos em ndo complementares, cerca de quatro
em cada cinco desses estudantes recorreram aquela justificacdo ou ndo apresentaram

qualquer justificagdo. Admitindo que os estudantes tém uma compreenséo algo vaga do
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conceito, pode afirmar-se que eles tiveram dificuldades em expressar verbalmente o seu
entendimento.

Item 1b. Neste item constatou-se que 23 (62%) estudantes responderam que 0S
acontecimentos sdo complementares, que € a resposta correta, 11 (30%) responderam que
ndo sdo complementares e 3 (8%) ndo responderam. Também neste item se verifica que
uma elevada percentagem de estudantes identificou corretamente que os acontecimentos
sdo complementares, com essa percentagem a diminuir um pouco em relacdo ao item
anterior.

Na continuacdo, com o propoésito de aprofundar a compreensdo dos estudantes,
analisam-se as justificacdes por eles referidas para explicarem as suas respostas. Na
Tabela 2 apresentam-se as frequéncias (em %) dos tipos de justificacdo avancados pelos

estudantes, segundo o tipo de acontecimentos complementares e ndo complementares.

Tabela 2: Frequéncias (em %) dos tipos de justificacdo no item 1b.

Acontecimentos
o Nao Total
Justificacéo Complementares | complementares
Correta e completa 2 (5) — 2 (5)
Incompleta e/ou com erros 19 (51) 7(19) 26 (70)
Sem justificacéo 2 (5) 4 (11) 6 (16)

Fonte: Elaboracdo do autor (2023)

Pela Tabela 2 constata-se que as justificacdes incompletas e/ou com erros
continuam a ser largamente maioritarias, ainda mais do que no item anterior, seguindo-se
as respostas sem qualquer justificacdo e, por fim, as justificacdes corretas e completas.

Apenas em duas respostas se apresentam justificacdes corretas e completas Nessas
justificacGes, os dois estudantes verificaram que o0s dois acontecimentos Sao
complementares, mostrando que eles cumprem, simultaneamente, as duas condicdes: A N

B =@eAn B = U.NaFigura 4 apresenta-se um exemplo deste tipo de justificagéo.

EMSF — UFFS-Chapecd.SC - Vol. 6, n. 1, p. 77-99, jan./jul. 2024.




EDUCAGAO MATEMATICA SEM FRONTEIRAS: Pesquisa em Educagdo Matematica.
ISSN: 2596 -318X

DOI: 10.36661/2596-318X.2024v6n1.14399

Figura 4 — Resposta apresentada pelo estudante E23 no item 1b.
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Fonte: Elaboragdo do estudante (2022)

Na resposta apresentada, o estudante E23 recorre a um diagrama de arvore para
representar os resultados da experiéncia aleatéria e utiliza esses resultados para definir 0s
acontecimentos A e B. De seguida, refere que ANB =@ e An B = U, resultados que
possivelmente determina mentalmente sem sentir necessidade de os explicar, e conclui
que os acontecimentos sdo complementares.

Mais do que dois em cada trés estudantes apresentaram justificacdes incompletas
e/ou com erros, salientando-se aquelas que se baseiam em probabilidades, em que se
confundem acontecimentos e probabilidades, em que se referem as condi¢Ges genéricas
da definicdo de acontecimentos complementares (AN B = @e AU B = U) semas aplicar
aos acontecimentos dados e em que consideram tratar-se de uma experiéncia aleatdria
simples em vez de uma experiéncia aleatoria composta. Ainda, bastantes estudantes (14)
definiram o espaco de resultados, algumas vezes com erros, dos quais a maior parte (8)
recorreu a uma tabela de dupla entrada para o representar. Na Figura 5 apresenta-se um

exemplo deste tipo de justificacéo.

Figura 5 — Resposta apresentada pelo estudante E4 no item 1b.
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Fonte: Elaboragio do estudante (2022)

O estudante E4 recorre a uma tabela de dupla entrada para representar os resultados
da experiéncia aleatoria, mas define erradamente o acontecimento B, que é (cara, cara).

Depois, regista as duas condigdes que os acontecimentos complementares tém de verificar
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e conclui que se cumprem. No caso de A N B conclui erradamente que € igual ao @ e no
caso de A U B baseia-se em probabilidades que considera como sendo acontecimentos.
Como no item anterior, também neste, a maioria dos estudantes classificaram
corretamente os acontecimentos dados em complementares, embora quase todos a partir
de justificagGes incompletas e/ou com erros ou sem apresentarem qualquer justificacao.
Neste item apenas dois estudantes apresentaram uma justificacdo correta e completa para
mostrarem que 0s acontecimentos sdo complementares. Portanto, novamente, a analise
das justificacOes questiona a adequada compreensao dos estudantes acerca do conceito de

acontecimentos complementares.

Enunciar a defini¢cdo de acontecimentos complementares

No item 2a, da questdo 2, questionam-se o0s estudantes sobre a definicdo de
acontecimentos complementares, tendo-se obtido os resultados que constam da Tabela 3.

Tabela 3: Frequéncias (em %) dos tipos de justificacdo no item 2a.

Definicéo Frequéncia (em %)
Correta e completa 14 (38)
Incompleta e/ou com erros 14 (38)
Totalmente incorreta 9 (24)

Fonte: Elaboragdo do autor (2023)

Pela Tabela 3 verifica-se que um pouco mais de um em cada trés estudantes
apresentaram definigdes corretas e completas, 0 mesmo acontecendo com as definigdes
incorretas e/ou com erros e cerca de um em cada quatro estudantes apresentou uma
definicdo totalmente incorreta. Conclui-se, assim, que mais estudantes definiram
corretamente acontecimentos complementares do que classificaram acontecimentos
dados em complementares ou ndo complementares (itens 1a e 1b).

As definicBes corretas e completas consistiram em afirmar as duas relacdes A N
B=0e AUB = U, ou seja, que a intersecdo dos acontecimentos é 0 acontecimento
impossivel (acontecimentos incompativeis) e a sua unido é o acontecimento certo (espaco
de resultados). Ainda, alguns estudantes afirmaram que um acontecimento deve ser
contrério do outro ou envolveram na definicdo que apresentaram probabilidades dos
acontecimentos, nomeadamente, que P(ANB) =0 e/ou P(AU B) = 1. Na Figura 6

apresenta-se um exemplo de defini¢do correta e completa.
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Figura 6 — Resposta apresentada pelo estudante E16 no item 2a.
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Fonte: Elaboracdo do estudante (2022)

Na definicdo que apresenta, o estudante E16 usa, fundamentalmente, o registo
verbal para referir que os acontecimentos devem verificar as condi¢0es: a sua intersegéo
€ 0 acontecimento impossivel (sdo acontecimentos incompativeis) e a sua reunido é o
acontecimento certo (¢ o espaco de resultados). Observa-se, ainda, que o estudante
considera a “reunido de A com A” em vez da “reunido de A com B”, o que deve ter sido
um lapso de escrita.

Foram consideradas definicdes incompletas e/ou com erros aquelas que
apresentavam alguns atributos da definicdo de acontecimentos complementares, mas ndo
todos. Destas justificacbes, destacam-se aquelas em que apenas se afirma que a unido dos
acontecimentos é o espaco de resultados (8), as que apenas referem que os acontecimentos
devem ser incompativeis (5) e a definicdo de acontecimento contrério (1). Na Figura 7
apresenta-se um exemplo deste tipo de justificacéo

Figura 7 — Resposta apresentada pelo estudante E12 no item 2a.
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Fonte: Elaboracdo do estudante (2022)

Na sua resposta, o estudante E12 define acontecimentos complementares como
sendo aqueles cuja unido é o espaco de resultados, omitindo que a intersecdo desses
acontecimentos deve ser o acontecimento impossivel.

Por ultimo, consideraram-se defini¢des totalmente incorretas as que ndo afirmavam
qualquer atributo da definicdo de acontecimentos complementares. Ao todo, foram nove
o0s estudantes que apresentaram defini¢Oes deste tipo, salientando-se que cinco afirmaram
uma das relagbes: ANB #® ou AN B = U, para concluirem que qualquer delas
determina que os acontecimentos séo complementares.

O facto de mais estudantes terem sido capazes de definir acontecimentos

complementares (item 2a) do que verificar se 0s acontecimentos dados s&o ou néo
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complementares (itens 1a e 1b) mostra que os estudantes tiveram dificuldades em aplicar
a definicdo a classificacdo de acontecimentos.

Formular exemplos de acontecimentos complementares

Por ultimo, no item 2b pede-se aos estudantes para definirem dois acontecimentos
complementares distintos daqueles que tinham sido dados antes, nos itens 1a e 1b. A partir
da andlise das respostas, verificou-se que 20 (54%) estudantes apresentaram exemplos de
acontecimentos complementares, 15 (41%) apresentaram exemplos de acontecimentos
ndo complementares e 2 (5%) néo responderam.

Embora mais de metade dos estudantes tenham dado exemplos de acontecimentos
complementares, uma analise mais detalhada das respostas revelou falhas em muitas das
respostas, como se pode verificar na Tabela 4, onde se apresentam as frequéncias (em %)
dos tipos de justificacdo avancados pelos estudantes segundo o tipo de acontecimentos

complementares e ndo complementares.

Tabela 4: Frequéncias (em %) dos tipos de justificagdo no item 2b.

Acontecimentos
L Nao Total
Justificagao Complementares | complementares
Correta e completa 10 (27) — 10 (27)
Incompleta e/ou com erros 10 (27) 14 (38) 24 (65)
Incompreensivel — 1(3) 13

Fonte: Elaboragéo do autor (2023)

Pela Tabela 4 verifica-se que metade dos estudantes que indicaram exemplos de
acontecimentos complementares apresentaram respostas incompletas e/ou com erros, o
gue novamente questiona a sua compreensdo do conceito de acontecimentos
complementares, tal como ja tinha acontecido quando da classificacdo de acontecimentos
em complementares e ndo complementares (itens 1a e 1b).

Cerca de um estudante em cada quatro apresentou uma resposta correta e completa,
na qual é enunciada a experiéncia aleatéria implicada e sdo definidos os dois
acontecimentos complementares. Na Figura 8 é apresentado um exemplo deste tipo de
resposta.
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Figura 8 — Resposta apresejntada pelo estudante E10 no item 2b.
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Fonte: Elaboragao do estudante (2022)

A resposta do estudante E10 envolve a extragdo de duas bolas de um saco, portanto
uma experiéncia aleatoria composta. Apesar de se ter omitido se essa extragdo € feitacom
ou sem reposicdo da primeira bola extraida, isso ndo interfere com o tipo de resposta
porque em ambos 0s casos 0s acontecimentos s&o complementares.

Na globalidade dos acontecimentos complementares e ndo complementares,
verifica-se que quase dois em cada trés estudantes apresentaram justificaces incompletas
e/ou com erros. Neste tipo de resposta, além de outras falhas, real¢ca-se que a maior parte
destes estudantes (17) ndo referiram a experiéncia aleatoria relativa aos acontecimentos.
Dos estudantes que mencionaram a experiéncia aleatoria, salientam-se as experiéncias
aleatorias de lancamento de um dado (11), seguindo-se girar uma roleta (3), extrair um
objeto de um saco (2) e extrair dois objetos de um saco ou duas cartas de um baralho (2).

Nos exemplos de acontecimentos ndo complementares, além da ndo indicacdo da
experiéncia aleatoria, destaca-se a indicacdo de acontecimentos nao incompativeis (9) e
cuja unido nao é o espaco de resultados (3). Na Figura 9 apresenta-se um exemplo deste
tipo de resposta.

Figura 9 — Resposta apresentada pelo estudante E22 no item 2b.
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Fonte: Elaboragdo do estudante (2022)

W

Na resposta do estudante E22 omite-se a experiéncia aleatoria subjacente aos
acontecimentos e, na hipdtese de os resultados da experiéncia resultarem do langamento
de um dado, numerado de 1 a 6, verifica-se que os acontecimentos referidos ndo séo
incompativeis (1 € um valor comum) e a sua unido também néo é o acontecimento certo
(ndo pertencem a unido todos valores pares superiores a 2). Portanto, 0s acontecimentos
ndo satisfazem nenhuma das duas condices da definicdo de acontecimentos

complementares.
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Conclusdes e implicacoes

Neste estudo indagaram-se estudantes, futuros professores dos primeiros anos
escolares, sobre a classificacdo, definicdo e exemplificagdo de acontecimentos
complementares. Na classificacdo de um par de acontecimentos dados em
complementares ou ndo complementares (itens 1a e 1b), verificou-se que, em média, 65%
dos estudantes responderam corretamente em cada item. Contudo, raramente essas
respostas foram justificadas adequadamente, observando-se que, em média, apenas 9%
dos estudantes apresentaram justificacbes corretas e completas. Ja as justificacdes
incompletas e/ou com erros foram apresentadas, em média, por 68% dos estudantes, nas
quais se faz uso inapropriado de probabilidades para classificar acontecimentos em
complementares ou ndo complementares, se confunde acontecimentos com
probabilidades e se refere a definicdo ou propriedades de acontecimentos complementares
sem 0s aplicar aos acontecimentos dados.

Quando se pediu aos estudantes para enunciarem a definicdo de acontecimentos
complementares (item 2a), constatou-se que apenas 38% dos estudantes apresentaram
uma definicdo correta e completa. Também 38% dos estudantes apresentaram respostas
incompletas e/ou com erros, salientando-se, neste caso, a referéncia a apenas uma das
duas condi¢bes da definicdo de acontecimentos complementares: a unido dos
acontecimentos € o acontecimento certo (AUB =U) ou a intersec¢cdo dos
acontecimentos é o acontecimento impossivel (A N B = @). Neste Gltimo caso, 0s
estudantes  confundem  acontecimentos incompativeis com  acontecimentos
complementares. Finalmente, as defini¢fes totalmente incorretas, nas quais ndo se refere
qualquer atributo da definicdo de acontecimentos complementares, foram adotadas por
24% dos estudantes. Perante estas dificuldades, pode questionar-se se 0s estudantes se
limitam a memorizar as definicdes, sem as compreenderem verdadeiramente, 0 que
explicaria a dificuldade em as aplicar aos restantes itens do estudo e, assim, apresentarem
justificacBes corretas e completas.

Por altimo, quando se pediu aos estudantes para darem um exemplo de dois
acontecimentos complementares (item 2b), verificou-se que 54% dos estudantes foram
capazes de o fazer. Todavia, apenas metade desses exemplos constituiam uma resposta

correta e completa. Ja na globalidade das respostas constatou-se que 65% das respostas
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eram incompletas e/ou continham erros, destacando-se, nessas respostas, a ndo referéncia
a experiéncia aleatdria associada aos acontecimentos.

No estudo de Fernandes (2022), em que participaram também futuros professores
dos primeiros anos, estudaram-se acontecimentos incompativeis a partir de trés objetivos
anélogos, obteve-se um desempenho um pouco melhor do que no presente estudo em
todos os objetivos. A maior dificuldade dos acontecimentos complementares pode
explicar-se pelo facto de eles deverem ser incompativeis e a sua reunido ter de ser o
acontecimento certo, portanto requer-se a verificacdo de mais uma condicdo
comparativamente com 0s acontecimentos incompativeis.

Ja no estudo de Fernandes e Barros (2021) pediu-se a futuros professores dos
primeiros anos que dessem exemplos de acontecimentos incompativeis, complementares
e independentes. No que interessa ao presente estudo, verificou-se que os estudantes
tiveram um pior desempenho nos acontecimentos complementares do que nos
acontecimentos incompativeis, o que confirma a maior dificuldade experimentada pelos
estudantes nos acontecimentos complementares do presente estudo. Por outro lado,
comparativamente com o presente estudo, os estudantes tiveram um pior desempenho na
formulacdo de acontecimentos, o que se podera dever a pedir-se para definir
acontecimentos na experiéncia de lancamento de um dado duas vezes consecutivas, que
é uma experiéncia aleatéria composta, e os estudantes, geralmente, tém mais dificuldades
nesse tipo de experiéncias (Fernandes; Gea; Batanero, 2016). Esta explicacdo parece
plausivel uma vez que os estudantes apresentaram, quase sempre, exemplos de
acontecimentos complementares associados a experiéncias simples, a maioria das vezes
referentes ao langcamento de um dado.

Conforme foi antes sintetizado, os estudantes sentiram muitas dificuldades na
classificacdo, definicdo e formulacdo de acontecimentos complementares. Todas essas
dificuldades denotam um substrato tedérico dos estudantes débil e pouco integrado
(Ausubel; Novak; Hanesian, 1980), o qual deve ser aprofundado para que os futuros
professores possam vir a desenvolver um ensino adequado.

Para obviar tais limitagdes dos estudantes, pode ser vantajoso comecgar por
introduzir os acontecimentos incompativeis e complementares explorando a definicao,
classificacdo e exemplificacdo desses conceitos, tal como aconteceu na tarefa aqui

explorada, assim como clarificar a relacéo entre eles (Fernandes; Oliveira Janior, 2023).
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No caso da relagdo entre acontecimentos incompativeis e complementares, para além da
identificacdo dos atributos que os distinguem, pensamos ser importante confrontar os
estudantes com exemplos que eles devem classificar. Acrescenta-se, ainda, que também
parece promissor a implementacdo de um ensino exploratorio e com recurso a simulacao,
tal como Ramirez-Montes e Henriques (2018) experimentaram. Tenha-se em conta que,
também neste caso, recorrendo a probabilidades dos acontecimentos, se destaca a

aplicacdo dos atributos implicados na defini¢do de acontecimentos complementares.
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