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Resumo

O trabalho que aqui se apresenta pode ser lido como um manifesto em defesa de uma metodologia de ensino
do Calculo Diferencial e Integral que se apoia no emprego deliberado e ostensivo dos elementos
infinitesimais, privilegiando as concepcfes mais intuitivas e espontaneas dos alunos. Nesse sentido, um
manifesto em favor da adocdo das mais diversas abordagens baseadas, direta ou indiretamente, na analise
ndo-standard desenvolvida por Abraham Robinson no inicio dos anos 1960, que reabilitou os elementos
infinitesimais para a analise. Ademais, o presente trabalho delineia um conjunto de teméticas de pesquisa
relevantes para balizar um trabalho de investigacdo futuro, cuja finalidade dltima consiste na defini¢do
detalhada de estratégias didaticas alternativas, bem como na elaboracdo de material didatico
correspondente, capazes de tornar mais exitoso 0 processo de ensino-aprendizagem, n0s CUrsos superiores,
da matéria de Calculo Diferencial e Integral.
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Abstract

The work presented here can be read as a manifesto in defense of a teaching methodology for Differential
and Integral Calculus that is based on the deliberate and ostentatious use of infinitesimal elements,
privileging the students' most intuitive and spontaneous conceptions. In this sense, a manifesto in favour of
the adoption of the most diverse approaches based, directly or indirectly, on the non-standard analysis
developed by Abraham Robinson in the early 1960s, which rehabilitated the infinitesimal elements for
analysis. Furthermore, the present work outlines a set of relevant research themes to guide future research
work, whose ultimate purpose consists of the detailed definition of alternative teaching strategies, as well
as the elaboration of corresponding teaching material, capable of making successful the teaching learning
process of Differential and Integral Calculus’s subject in higher education courses
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Consideracdes iniciais

A recriminacdo enderecada aos elementos infinitesimais acompanha toda a
historia da matemaética ao longo da qual desenvolveu-se e consolidou-se o Calculo
Diferencial e Integral. Durante séculos, foram acusados de serem entidades logicamente
inconsistentes, quando ndo imaginarias e, portanto, inexistentes como entidades
matematicas. Mesmo antes da publicacdo dos trabalhos de Newton e Leibniz que
apresentaram as formulagdes seminais do Calculo, em meados do século XVII, a
desconfianga para com estas entidades controversas se fez sentir, como nas reiteradas
criticas enderecadas aos trabalhos de John Wallis e Buenaventura Cavallieri, que
introduziram o método dos indivisiveis. Uma sentenca de George Berkeley, que se tornou
célebre, bem denota o desdém destinado aos elementos infinitesimais poucas décadas
apos a publicacdo dos trabalhos de Newton e Leibniz. De forma muito espirituosa,
escreveu ele certa vez: “Os elementos infinitesimais ndo sdo nem quantidades finitas, nem
quantidades infinitamente pequenas, nem mesmo nada. Nao seria justo denomina-los
fantasmas de quantidades defuntas?” (BERKELEY, 2010, p. 660)2. A despeito de seu
tom jocoso, ndo ha como negar que a boutade de Berkeley acerta em cheio, captando nao
sO 0 aspecto paradoxal dessas entidades, mas também seu carater algo ilusério porquanto
artificioso. Séculos mais tarde, Felix Klein introduziu uma pequena modificacdo nessa
sentenca, trocando ghost por spirit: “Um infinitesimal é o espirito de uma quantidade que
findou” (KLEIN, 1945, p. 217)%. A verdade é que mesmo Leibniz — a quem devemos,
junto com Newton, a fundacdo do Calculo — ndo julgava possivel sustentar a existéncia
efetiva dessas entidades matematicas, dada sua falta de consisténcia l6gica. Em uma
correspondéncia, ele chegou a considera-las apenas fic¢cbes, como as raizes imaginarias

da algebra, mas “fic¢des uteis”, uma vez que sua utilidade se Ihe afigurava inquestionével

2 Traducdo ligeiramente modificada pelo autor. A sentenca original encontra-se em “The Analyst: A
Discourse Addressed to an Infidel Mathematician™, de 1734: “They are neither finite quantities, nor
quantities infinitely small, nor yet nothing. May we not call them ghosts of departed quantities?”

3 Na edigdo inglesa da obra de Klein, lemos: “An infinitesimal is the spirit of a departed quantity”. A rigor,
a frase mencionada foi extraida por Klein do livro de Libsen, Einleitung in die Infinitesimalrechnung,
publicado em 1855.
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(cf. LEIBNIZ, 2012, p. 176)*. Ao descrever variagdes continuas e suaves em termos de
diferengas infinitamente pequenas, os infinitesimais permitiam resolver problemas
complexos de maneira mais elegante e eficiente do que os métodos geométricos
tradicionais.

Defendendo que as formulagbes da andlise deveriam fundamentar-se em
principios mais solidos e consistentes, Laplace argumentou contra o emprego de
infinitesimais®. Outros grandes matematicos também o fizeram. De fato, a tentativa de
fundamentar a analise de forma consistente desde muito cedo buscou livrar-se desses
elementos controversos e carregados de contradigdo. Em um trabalho publicado quase no
mesmo ano em que o de Laplace, Joseph-Louis Lagrange acreditou ter sido bem sucedido
ao apresentar os principios do Calculo infinitesimal por meios estritamente matematicos®,
isto €, sem qualquer referéncia a esses elementos tdo caros aos metafisicos — uma vez que
sua natureza abstrusa incita a especulacdo — e que Kant havia postulado, quinze anos
antes, na sua Critica da razdo pura, como sendo o préprio principio transcendental da
anélise. Assim fazendo, Kant considerara os infinitesimais ndo como entidades
matematicas concretas, mas como um conceito da intuicdo pura que permite a mente
humana realizar operacGes analiticas (cf. NOLASCO, 2013).

Foi somente em meados do século XIX, dois séculos depois das formulagdes
inaugurais do Célculo infinitesimal propostas por Newton e Leibniz, que uma constelacédo
de trabalhos realizados por Weirstrass, Dedekind e Cantor mostrou-se bem sucedida em
sanar as inconsisténcias envolvidas na abordagem com infinitesimais. O movimento que
entdo se desenvolveu ficou conhecido como “aritmetizacdo da analise” e culminou na
consolidacdo da analise standard (AS). Ela introduziu o conceito de limite e inaugurou
um novo paradigma da continuidade, que passou a ser definida a partir de uma espécie de
aritmética dos numeros reais sobre a reta. A antiga concepcdo geométrica/fisica da
continuidade foi abandonada e, desde entdo, deixou de haver lugar para os elementos

infinitesimais. Consequentemente, seu emprego passou a ser amplamente condenado.

4 O texto original da epistola a0 matematico Dangicourt encontra-se em: LEIBNIZ (1768).
5> A argumentagéo encontra-se na obra Exposition du systeme du monde, originalmente publicada no ano de
1796 (cf. LAPLACE, 2009).

® Referimo-nos a obra Théorie des Fonctions Analytiques, contenant les Principes du Calcul Différentiel,
dégagés de toute considération d’infiniment pétits, d’évanouissants, de limites et des fluxions, et réduits a
l’analyse algébrique des quantités finies, publicada originalmente em 1797 (cf. LAGRANGE, 1797).
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O longo processo que culminou na aritmetizacdo da analise representou um
inegavel ganho no que diz respeito & conquista de formulagdes rigorosas e consistentes.
Contudo, dado o elevado grau de abstracdo dessas formulacdes baseadas em ldgica
simbolica, esse ganho trouxe consigo um aumento consideravel na dificuldade de
compreensdo da matéria, sobretudo quando a metodologia de ensino empregada se apoia
preponderantemente, quando ndo exclusivamente, nas formulacGes da analise standard —
como tem sido a regra nos cursos superiores do pais até os dias de hoje.

Para lancar luz sobre a dificuldade que enfrenta o processo de ensino-
aprendizagem da matéria de Calculo Diferencial e Integral pautado pela aritmetizacédo da
andlise, seria esclarecedor aludir a apreciacdo critica que Hegel enderecou aos
infinitesimais. Isso porque o pendor idealista da dialética hegeliana guarda grande
afinidade com a diretriz formalista do pensamento matematico que pautou a analise
standard. Esse pendor ndo permite que o pensamento, em seu movimento dialético, se
demore — tanto quanto seria preciso — sobre esse elemento singular que se lhe figura
absurdo e contraditorio como, alias, todo elemento afeito ao ambito da experiéncia
sensivel. Para Hegel, seu destino inexoravel é ser subsumido pelo universal no conceito.
No entanto, por mais que 0 pensamento procure abstrair-se da experiéncia concreta,
erigindo-se como sistema formal autdbnomo e consistente, capaz de se desenvolver
independentemente da realidade externa a partir de suas proprias leis intrinsecas, mais
cedo ou mais tarde revela-se incompleto e insuficiente, necessitando recorrer aos residuos
da experiéncia concreta mais imediata que presidiram sua formulacdo desde o principio.
Assim é que, nas formulagOes da analise standard, o elemento infinitesimal se apresenta
de forma sub-repticia, como uma espécie de residuo inaliendvel da experiéncia concreta,
sem referéncia ao qual as formulagbes da analise standard se afiguram deveras
complexas, quando nédo abstrusas.

Buscando ilustrar a argumentacdo apresentada acima, poderiamos nos referiraum
topico particular bastante emblematico, entre tantos outros topicos que compdem a
matéria de Calculo Diferencial e Integral nos quais o elemento infinitesimal ainda perdura
como residuo: ao tdpico de limites.

Com efeito, segundo as formulacdes da anélise standard que embasam a imensa
maioria dos livros didaticos de Calculo avangado adotados nos cursos superiores de nosso

pais, tanto a definicdo de derivada como a definicdo de integral deixam de recorrer
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explicitamente aos elementos infinitesimais, uma vez que passam a ser definidos de forma
rigorosa por um limite especifico. No entanto, o operador limite, malgrado o rigor
simbolico utilizado em sua definicdo, ndo deixa de carregar os vestigios da nogéo
infinitesimal. Talvez tenha ficado, até mesmo, sobrecarregado por essa no¢ao controversa
e paradoxal. Sendo, vejamos. Partamos do caso mais simples em que o limite no ponto
existe. Dizemos, entdo, que “o limite de uma certa fungao f(x), quando x tende a p, é igual
a L”. Ora, essa singela e sucinta expressdo, “quando x tende a p”, exige que consideremos
um valor de x “infinitamente proximo de p, sem que seja igual a p”, ou “tdo proximo de
p quanto se queira, mas sem jamais coincidir com p”. Além disso — e todo docente de
Célculo Diferencial e Integral bem conhece a dificuldade de aprendizado deste ponto
especifico — dizer que o limite de uma funcao ¢ igual a L ndo significa dizer que a funcéo
tem valor igual a L “quando x tende a p”’, mas sim que seu valor se encontra “infinitamente
proximo” de L. A proposito, vale lembrar que o bom entendimento do critério de
continuidade proposto pela anélise standard depende justamente dessa correta
compreensdo do significado de limite. Afinal, segundo esse critério, uma funcdo sera
continua em determinado ponto se e somente se o valor do limite no ponto coincidir com
o valor da fungéo no ponto, o que nem sempre acontece. Com efeito, caso ndo coincida,
ou caso o limite no ponto ndo exista, comprova-se que a funcéo é descontinua no ponto.

A questdo fica ainda mais complicada quando se trata de compreender o intricado
critério de existéncia do limite no ponto. E quando, a partir da definicdo épsilon-delta de
Weirstrass, somos obrigados a imaginar que f(x) esteja contida em um intervalo centrado
em L de amplitude ¢ (épsilon), sendo ¢ “tdo pequeno quanto se queira”, quando X esta
contido em um intervalo centrado em p de amplitude & (delta), sendo & também “tao
pequeno quanto se queira”. Isso ndo € outra coisa sendo imaginar que x deva ser
considerado infinitamente proximo de p, sem jamais vir a coincidir com p. Ora, ndo é o
préprio elemento infinitesimal que ressurge aqui, nessa diferenca entre x e p? Uma
diferenca que tende a zero sem ser zero absolutamente, que é evanescente, mas sem
jamais desaparecer por completo... Exatamente como aquele espirito (revenant) de uma
guantidade que findou, da boutade de Berkeley!

Percebe-se, assim, que a nocdo de infinitesimal ndo foi completamente suplantada
na definicdo de limite de Weirstrass. Sua presenca se faz sentir como vestigio. No entanto,

o fato de ndo se apresentar explicitamente, mas de forma sub-repticia, termina por
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aumentar consideravelmente a dificuldade de compreenséo da matéria. Esse é o aspecto
decisivo para o qual gostariamos de chamar a atengdo. A propdsito, querem tornar ainda
maior o desafio de compreender esse critério relativo a existéncia do limite e, por
extensdo, da continuidade no ponto? Facam, entdo, a experiéncia de procurar explicar o
referido critério, que requer deduzir a existéncia ou ndao daquele 8, mencionado acima, a
partir de um certo ¢ “tdo pequeno quanto se queira”, recorrendo unica e exclusivamente
a logica simbolica, isto é, sem fazer qualquer referéncia a imagem do grafico da fungéo
capaz de evidenciar as eventuais descontinuidades do tipo salto ou do tipo interrupcéo
pontual. Todo aquele que um dia se deparou com esse topico critico da disciplina, seja
ele professor ou aluno, entendera perfeitamente as imensas dificuldades de ensino-
aprendizagem aqui aludidas, e que se tornam praticamente insuperaveis quando a curva
da funcdo ndo é visualizada. Ora, essa dificuldade ndo é fortuita. Vale lembrar que um
dos desideratos do movimento de aritmetizacdo da andlise foi justamente este: abolir toda
intuicdo geométrica.

Fazendo uma apreciacdo sobre o movimento de aritmetizacdo da analise, o
matematico norte-americano James Pierpont observou, em certa ocasido, que poucos
eram os matematicos de seu tempo que nutriam verdadeira simpatia por ele. E ironizou
acrescentando que parecia “uma inutil perda de tempo provar pelos trabalhosos métodos
€ e 0 aquilo que os métodos antigos provam tao satisfatoriamente com poucas palavras”
(PIERPONT, 1899, p. 395). Mas aquilo que o desagradava na aritmetizacdo da anélise
ndo era isto, propriamente, pois ele reconhecia a incontestavel superioridade de uma
demonstracédo consistente. O que realmente o desagradava era a completa segregacéo do
mundo da intuicdo e dos sentidos que nela se consumava. Era um preco demasiado alto a
pagar por uma formulacdo logicamente rigorosa e absolutamente livre de contradi¢bes

(consistente). Como ele mesmo escreveu ha ocasido:

temos dois mundos, 0 mundo dos nossos sentidos e da intui¢do, e 0 mundo dos
nimeros. Os objetos do primeiro mundo déo ensejo a formacdo de certos
objetos no mundo dos nimeros, que nos esforcamos para que correspondam
ao primeiro da melhor forma possivel. [...] Construidas sobre a simples nogao
de ndmero, suas verdades sdo as mais solidamente estabelecidas em todo o
campo do conhecimento humano. N&o se deve, contudo, esquecer que 0 prego
pago por esta certeza € terrivel: é a segregacdo total do mundo dos nossos
sentidos (PIERPONT, 1899, pp. 406-7. Traducdo de minha autoria).

O fato € que, mesmo depois que o método rigoroso dos limites foi consagrado

pelas formulagGes da andlise standard, a referéncia aos elementos infinitesimais nédo
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deixou de ser feita na matematica. A razdo para essa tenaz persisténcia dos infinitesimais
na andlise talvez deva ser procurada, como ponderou acertadamente Félix Klein, “na
necessidade amplamente sentida de, para além da formulacéo l6gica abstrata do método
dos limites, penetrar na natureza intrinseca das grandezas continuas, e de formar imagens
mais claras e definidas dessas grandezas” (KLEIN, 1945, p. 217). Corroborando essa
apreciacao, reiterou ele ainda a importancia decisiva da apreensdo sensivel para o

desenvolvimento dos conceitos de calculo infinitesimal, afirmando:

E precisamente na descoberta e no desenvolvimento do calculo infinitesimal
que este processo indutivo, construido sem etapas l6gicas convincentes,
desempenhou um papel tdo importante; e a ajuda heuristica eficaz era muitas
vezes a percepgéo sensorial. E quero dizer aqui a percepcéo sensorial imediata,
com toda a sua imprecisdo, para a qual uma curva é um tragco de largura
definida, em vez de uma percepcdo abstrata que postula uma passagem
completa até o limite, produzindo uma linha unidimensional (KLEIN, 1945, p.
208. Traducdo de minha autoria).

Feito esse breve predmbulo, cumpre dizer que o trabalho que aqui se apresenta
pode ser lido como um manifesto em defesa de uma metodologia de ensino do Célculo
Diferencial e Integral que se apoia no emprego deliberado e ostensivo dos elementos
infinitesimais, privilegiando as concep¢des mais intuitivas e espontaneas dos alunos.
Nesse sentido, um manifesto em favor da adogdo das mais diversas abordagens baseadas,
direta ou indiretamente, na analise ndo-standard desenvolvida por Abraham Robinson
no inicio dos anos 1960, que reabilitou os elementos infinitesimais para a analise.

Sua motivacao profunda decorre de uma constatacdo, que diz respeito a enorme
dificuldade manifestada pelos estudantes no aprendizado dos conceitos fundamentais da
mateéria, sobretudo quando o ensino se faz estritamente pautado pela ortodoxia da analise
standard, que embasa a quase totalidade das obras didaticas de Calculo Diferencial e
Integral adotadas nos cursos de nivel universitario de nosso pais. Essa contatacéo resulta
de uma experiéncia pessoal do autor ao longo de vinte anos de magistério da disciplina
em cursos de ensino superior, e é corroborada por um sem-nimero de trabalhos ja
publicados sobre o tema, que igualmente evidenciam as altissimas taxas de reprovacao na
materia. Ao lado desta chocante constatagdo, pde-se uma outra, relativa ao inegavel ganho
de compreensdo da materia alcancado quando se recorre explicitamente aos elementos
infinitesimais na definicdo dos operadores derivada e integral. No entanto — e isso causa
enorme perplexidade —, sempre foi muito baixa a aceitagdo, por parte dos cursos

superiores brasileiros, de uma metodologia de ensino-aprendizagem alternativa pautada
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pela anélise ndo-standard, na qual o recurso aos elementos infinitesimais se veja
reabilitado. Essa baixa receptividade fica patente pela inexisténcia, em nosso mercado
editorial, de obras didaticas de Calculo Diferencial e Integral baseadas na analise ndo-
standard traduzidas para o portugués. Mas também pela auséncia de divulgacao da edicédo
original dessas obras como bibliografia complementar nos cursos universitarios. Com
efeito, sdo praticamente desconhecidas, no Brasil, as obras de Calculo Infinitesimal
elaboradas por Jerome Keisler, Heinle & Kleinberg, K. D. Stroyan, David Tall, J. L. Bell
e Michael O’Connor, entre outras. Ora, essa baixa receptividade se da malgrado o éxito
obtido pelas abordagens alternativas ndo-standard em uma série de estudos de caso
realizados ao longo das Ultimas décadas, o que é documentado por um bom numero de
trabalhos ja publicados, muitos deles inclusive nacionais. Como explicar essa baixa
aceitacdo? A que ela se deve? Quais fatores poderiam explica-la e o que caberia ser feito
para contornar a resisténcia a ela, favorecendo sua adogdo nos cursos superiores do pais?

Buscando responder estas e outras questdes correlatas, que despontam quando se
almeja, por meio da adocdo de estratégias didaticas alternativas, melhorar a compreenséo
da matéria de Calculo Diferencial e Integral e aumentar o aproveitamento dos estudantes,
0 presente trabalho delineia um conjunto de teméticas de pesquisa extremamente
relevantes para balizar um trabalho de investigacéo futuro. Elas aqui se pdem sob a forma
de um convite, enderecado aos muitos pesquisadores da area, na esperanca de que possam
despertar seu interesse e nortear o desenvolvimento de um trabalho investigativo por vir,
que poderia até mesmo se consolidar como um amplo projeto de pesquisa coletivo.

Sao em namero de quatro as linhas tematicas de investigacao capazes de, a n0sso
ver, abarcar a probleméatica envolvendo o ensino de Calculo infinitesimal na sua
totalidade:

i) uma primeira linha de pesquisa consiste em investigar as dificuldades de
natureza epistemoldgicas inerentes ao aprendizado da disciplina de Calculo Diferencial e
Integral, concedendo especial atencdo aos aspectos presentes na analise standard
(também conhecida como abordagem por limites de Weierstrass) passiveis de oferecer
dificuldades ao aprendizado, notadamente em razdo de seu carater formal e abstrato,
correlato ao banimento da noc¢éo de infinitesimal;

i) uma segunda linha de investigacdo procura explorar, de forma geral, as

vantagens proporcionadas por uma metodologia de ensino da disciplina que faca apelo a
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intuicdo, recorrendo ostensivamente & nogdo de elementos infinitesimais, cuja apreensao
se faz mais natural e espontéanea;

iii) buscando identificar pontos positivos e negativos para o ensino-aprendizagem
da mateéria, uma terceira linha de pesquisa trataria de realizar uma aprecia¢do minuciosa
e critica dos mais relevantes livros didaticos de Calculo infinitesimal publicados até a
presente data, os quais se baseiam nas principais abordagens resultantes da reabilitacdo
dos infinitesimais, quais sejam:

e analise infinitesimal ndo-standard simples (de Keisler)

¢ analise infinitesimal ndo-standard axiomatica (de Nelson)
¢ analise infinitesimal suave (de Bell)

¢ analise infinitesimal paraconsistente (de Newton da Costa)

iv) por fim, uma quarta linha de investigagéo busca identificar os motivos, ou a
gama de fatores, que permitiriam explicar porque, até os dias de hoje, a abordagem da
disciplina por meio dos métodos infinitesimais baseados na analise ndo-standard néo foi
capaz de se impor de forma duradoura no ensino.

Como ja afirmamos, as linhas de pesquisa esbo¢adas acima destinam-se a balizar
um conjunto de estudos futuros sobre o tema, que podem ser desenvolvidos
paulatinamente ao longo do tempo, quer por grupos de pesquisa consolidados, quer por
pesquisadores isolados. Vale observar que as duas primeiras linhas de investigacao ja
contam com um bom nUmero de trabalhos publicados, o0s quais se encontram
referenciados na Ultima seccdo deste trabalho. O mesmo ndo se pode dizer das duas
ultimas. A terceira tematica, em especial, malgrado sua grande relevancia, conta com
desenvolvimentos ainda muito incipientes. Seu delineamento é uma contribuicéo original
do presente trabalho — que endereca uma recomendacao especial para que os esforcos de
pesquisa futuros venham a se concentrar mormente sobre ela.

No que segue, realizamos uma exposicdo mais detalhada de cada uma destas

quatro linhas tematicas de investigacao.
Sobre as dificuldades de aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral

Buscar bem compreender as dificuldades de natureza epistemoldgicas inerentes
ao aprendizado da disciplina de Calculo Diferencial e Integral, eis o tema desta linha de

pesquisa. Consideramos, para tanto, que conhecer a historia ao longo da qual a
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humanidade adquiriu e consolidou um determinado corpo de saberes e conhecimentos
ndo apenas possibilita que entendamos em maior profundidade esse corpo de
conhecimentos. Também permite descortinar dificuldades epistemologicas e, a partir
delas, orientacdes valiosas a respeito dos métodos mais apropriados para levar a bom
termo o processo de ensino-aprendizagem deste corpo de conhecimentos. Nesse sentido,
acreditamos ser bastante instrutivo respaldar-se em uma analogia que pode ser
estabelecida entre o desenrolar da historia da matematica, como construcdo humana
coletiva, e o processo de aprendizado de matematica avancada por parte do sujeito
cognoscente. A analogia deve buscar explorar a afinidade existente entre as
transformacdes que levaram ao advento da matematica moderna, com o estabelecimento
de novos paradigmas epistemoldgicos, e a mudanca de perspectiva cognoscente exigida
do sujeito, em nosso caso o aluno que deixa o ensino medio e ingressa No ensino superior,
acompanhadas das dificuldades de aprendizado que lhe sdo proprias. Pensamos aqui, em
primeira instancia, no salto que leva da geometria euclidiana para a geometria analitica;
bem como no salto que conduz das figuras poligonais finitas para as figuras delimitadas
por curvas que, podendo ser decompostas ad infinitum, passam a ser concebidas como
resultantes de um processo de composi¢do infindo, do qual participam elementos
infinitesimais.

No entanto, para além destes saltos epistemoldgicos aludidos, é preciso ainda
considerar que o contetido da disciplina de Céalculo Diferencial e Integral aborda, de uma
sO vez, um corpo de conhecimentos que se consolidou, no decorrer da histéria, mediante
um delongado e complexo processo de elaboracdo intelectual que exigiu, em verdade, a
consumacdo de duas importantes mudancas de paradigma. A primeira consistiu na
mencionada passagem da geometria sintética, de molde euclidiano, para a anélise
infinitesimal consagrada por Newton e Leibniz. Essa mudanca, promovida ao longo do
século XVII, coloca em cena os infinitesimais, 0s quais, embora amiude recriminados
como elementos logicamente inconsistentes ou mesmo inexistentes, passam a ser aceitos
e largamente empregados em razdo do éxito inegavel alcangado pela anélise infinitesimal
na resolucdo de inumeros problemas. A segunda mudanca de paradigma consumou-se
bem mais tarde, em meados do século XIX, a partir da assim chamada “crise dos
fundamentos da matematica”. Buscando sanar as inconsisténcias envolvidas na

abordagem com infinitesimais, foi levada a efeito sobretudo pelos trabalhos de

Pagina | 146



Weirstrass, Dedekind e Cantor, os quais, a partir do desenvolvimento da chamada
“aritmetizacdo da analise”, culminaram na consolida¢do da analise standard (AS) —a que
ja nos referimos na introducgdo. Essa segunda mudanca introduziu o conceito de limite e
inaugurou um novo paradigma do continuo. A partir de entdo, a linha geométrica plena
de elementos infinitesimais deixa de ser referéncia para definicdo do continuo e, em seu
lugar, pde-se a reta de nimeros reais. Uma vez que os numeros reais foram formalmente
construidos como um corpo ordenado e completo, deixou de haver lugar para 0s
infinitesimais e, consequentemente, seu emprego passou a ser amplamente condenado.

Com a consagracdo da aritmetizacdo da andlise, portanto, saem de cena 0s
elementos infinitesimais introduzidos pela primeira mudanca de paradigma, os quais
desempenharam um papel decisivo, quando ndo indispensavel, nas formulacdes
originarias do Calculo Diferencial e Integral. Basta ter em mente as surpreendentes
reviravoltas dessa histéria envolvendo os elementos infinitesimais para convir que nao se
pede pouco dos alunos quando deles se exige que, em apenas um semestre, aprendam a
contento os conceitos mais elementares dessa disciplina! E, com mais forte razao, quando,
na exposicdo da matéria, suprime-se o processo de construcéo conceitual do qual tomaram
parte os infinitesimais, fazendo com que, em seu lugar, a l6gica abstrata do método dos
limites, atinente a aritmetizacdo da andlise, seja apresentada como a formulagdo nao so6
definitiva como exclusiva, porquanto livre de inconsisténcias. Isto €, como a formulagdo
capaz de suplantar todo o desenvolvimento conceitual que a precedeu, dispensando o
recurso a nocao de infinitesimal — tal como se da na abordagem que se tornou hegem®onica
da disciplina de Célculo Diferencial e Integral, sendo ainda hoje a mais amplamente
adotada’.

Em defesa da analise com infinitesimais no ensino

Em vista do enorme desafio de aprendizagem que encerra a exigéncia de assimilar
essa dupla mudanca de paradigma aludida, e buscando garantir melhor compreenséo do

significado matematico dos conceitos envolvidos na disciplina, consideramos apropriado

" A respeito das dificuldades em geral oferecidas pela disciplina de Calculo Diferencial e Integral, ver as
obras elencadas no item “Sobre as dificuldades de aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral”,
disposto na seccdo “Indicagdes bibliograficas para trabalhos futuros”. Entre elas, cumpre destacar os
trabalhos de W. M. Rezende, que tratam das dificuldades de ordem epistemoldgica.
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defender uma metodologia de ensino que fizesse, em um primeiro momento, mais apelo
a intuicdo em detrimento do rigor analitico, recorrendo, para tanto, ao tratamento da
matéria mediante o emprego ostensivo de elementos infinitesimais. A analise formal
rigorosa e consistente, formulada em termos de limites, seria apresentada de forma
complementar em um segundo momento, assim como, ao longo da histéria da
matematica, foi apenas muito tempo depois de a abordagem com infinitesimais ter sido
introduzida e empregada exitosamente que analise standard veio a se consolidar,
resolvendo as contradi¢Bes e inconsisténcias que se apresentam na abordagem inicial
mais intuitiva.

Destarte, o leitmotiv da proposta metodoldgica de ensino que aqui se defende
apoia-se nas operacdes com infinitesimais, privilegiando o recurso as concepcfes mais
intuitivas e espontaneas dos alunos no processo de construcdo do pensamento formal
rigoroso e consistente. A semelhanca da desejavel reincorporacdo do momento imagético
e sensivel por parte de um sistema de pensamento formal e abstrato, pretende-se advogar
que os infinitesimais devem ser reabilitados em prol do bom desenrolar do processo de
aprendizado. Isto porque preparam de modo conveniente a passagem para um novo
paradigma epistemoldgico, mais rigoroso e formal. Mas ndo s6. Também porque 0s
infinitesimais permanecem como vestigio; como €é sabido, eles continuam presentes em
diversos tdpicos do programa de Célculo avancado. No entanto, figuram via de regra de
forma sub-repticia ou mesmo clandestina, uma vez que foram proscritos pela analise
standard, que acabou sendo adotada de forma hegemoénica. Neste sentido, sua
reincorporagao na exposi¢do contribuiria para diminuir a estranheza e a dificuldade de
compreensdo de tais topicos.

Para desenvolver a argumentacao favoravel as metodologias de ensino de Célculo
avancado que recorrem ostensivamente aos elementos infinitesimais, seria oportuno
aludir ao fato de que o elemento infinitesimal figura como um elemento mais afeito ao
ambito da experiéncia sensivel, capaz de ser espontaneamente intuido pela imaginacéo e
percebido como integrante do mundo fisico. Assim, por exemplo, na experiéncia do
mundo externo, pela visdo da linha geométrica continua; na vivéncia interior, pela
intuicdo do fluir continuo do tempo. Ele se apresenta como o elemento que, embora
indispensavel para a elaboracéo conceitual, termina por ser renegado como inconsistente,

uma vez que a abstracdo conceitual se autonomiza e se consolida como formalismo
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rigoroso isento de contradi¢fes. Ora, justamente porque a geometria é vista como um
residuo da experiéncia sensivel, a diretriz formalista do movimento de aritmetizacéo da
analise buscou expurgar o recurso a ela. Com efeito, este movimento que levou a
consolidacdo da analise standard, na segunda metade do século XIX, visava eliminar toda
intuicdo geométrica das demonstracGes em analise, caracterizando-se fundamentalmente
pelo desiderato de elaboragdo conceitual clara e rigorosa, bem como por uma
revalorizacdo da logica.

A este respeito — e ainda em favor da abordagem com infinitesimais — ndo seria
descabido formular a seguinte questdo, a titulo de provocagdo: a analise standard teria,
de fato, conseguido superar integralmente as formulacdes de Célculo com infinitesimais?
Ou algo se perdeu nesta passagem? Afinal, o que exatamente teria motivado o movimento
subsequente de reabilitacdo dos elementos infinitesimais (a que vamos nos referir logo
em seguida) e sua promocao como valiosa perspectiva complementar? Refletindo certa
vez sobre essa questdo, Félix Klein fez uma ponderacdo deveras perspicaz, ja aludida nas
considerac@es iniciais, que vale ser mencionada mais extensamente. Escreveu ele a

respeito:

A razdo pela qual tais reflexfes [sobre quantidades infinitesimais] perduraram
por tanto tempo [ao lado] do método matematicamente rigoroso dos limites
deve ser procurada, muito provavelmente, na necessidade amplamente sentida
de, para além da formulag&o l6gica abstrata do método dos limites, penetrar na
natureza intrinseca das grandezas continuas, e de formar imagens mais claras
e definidas dessas grandezas do que as fornecidas pela énfase exclusiva no
momento cognoscente consubstanciado pelo conceito de limite (KLEIN, 1945,
p. 217. A tradugdo é de minha autoria).

Dessa observacdo acertada depreende-se que o banimento dos infinitesimais,
promovido pela aritmetizacdo da analise, termina por privar os estudantes da
possibilidade de compreender de forma mais significativa os conceitos nela
desenvolvidos, mas ndo s6. Também priva os estudantes da possibilidade de conceder a
nocdo de infinitesimal, que nela ainda perdura como residuo, um significado matematico
mais facilmente apreensivel pela imaginacédo, assim como espontaneamente percebido na
imagem do mundo fisico.

Com efeito, ndo ha como negar a existéncia de uma gritante contradigéo entre as
formulas fundamentais e intuitivamente claras do célculo baseado nas concepcdes
infinitesimais e a elaboracdo incomparavelmente artificial e complexa de sua justificacéo

e de suas demonstragdes formais empreendidas pela aritmetizagdo da analise de
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Weierstrass-Cantor. Um bom nUmero de estudos assinala a enorme dificuldade que
apresentam muitos alunos para efetuar a transigcdo para a matematica formal, baseada em
defini¢bes axiomaticas e deducdes logicas, a partir da matematica mais intuitiva e mesmo
mais imaginativa que faz uso da nogéo de infinitesimal. Em contrapartida, outros estudos
atestam a interacdo fecunda que se estabelece entre o emprego de infinitesimais e 0 ganho
de conhecimento intuitivo a respeito dos topicos de Calculo avancado®.

Essa mesma argumentacao aqui esbocada, em defesa da importancia que possuem
os elementos infinitesimais no desenvolvimento da analise moderna, pode ainda ser
formulada em termos da dialética existente entre intuicao e rigor formal na construcdo do
pensamento matematico, analisada em um bom ndmero de estudos da area. Em especial,
seria interessante desenvolver o tema apoiando-se nos estudos de David Tall que
investigam a tensdo existente entre infinitesimais intuitivos e analise formal, conceito
imagem e conceito definicdo, interpretacdo geométrica e construcdo algébrica. Além
desses estudos, também pode ser extremamente proveitoso o recurso aos trabalhos de
Albert Lautman, que exploram o papel central e decisivo desempenhado pela intuicdo no
desenvolvimento da matematica. No estudo Lautman (2006), em particular, o autor
defende a intuicdo como uma ferramenta valiosa tanto na exploragdo de novos conceitos
como no entendimento de problemas complexos. A intuicdo faculta um pressentimento
do que pode ser verdadeiro ou relevante em um determinado contexto matematico, o que
é especialmente Gtil quando os caminhos formais ainda ndo foram bem estabelecidos. Isso
ndo significa que o recurso a intuicdo possa dispensar a formalizacdo e a prova rigorosa
na matematica. Lautman sustenta a existéncia de uma a rela¢do simbiética entre intuicdo
e formalismo. A intuicdo pode sugerir direcGes promissoras de investigacdo, enquanto o
formalismo fornece a estrutura para verificar, fundamentar e consolidar as conclusdes.
Além disso, 0 autor considera — e essa consideracdo mostra-se deveras relevante para a
tematica do presente trabalho, favoravel ao ensino com infinitesimais — que a intuicdo
pode levar auma compreensao mais profunda dos conceitos matematicos. Ela pode ajudar
a formar uma visdo holistica das conexdes entre diferentes ideias matematicas, permitindo
ver além dos aspectos puramente mecanicos da manipulagéo simbdlica proporcionados

por uma concepcéao formalista. Por outro lado, o autor também reconhece os limites da

8 Conferir, a esse respeito, as obras elencadas na seccio “Indicacdes bibliograficas para trabalhos futuros”.
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intuicdo, especialmente quando se lida com conceitos altamente abstratos ou complexos.
Como a intuicdo pode ser enganosa ou insuficiente nestes casos, o rigor formal das

demonstracdes se faz necessario para garantir a validade das conclusdes®.
Sobre a reabilitacdo dos infinitesimais na analise

Cumpre observar que a proposta aqui delineada de reabilitacdo dos elementos
infinitesimais na anlise, notadamente como metodologia de ensino para a disciplina de
Célculo Diferencial e Integral, nada tem de inaudita ou original. Com efeito, ja na década
de 1970, meio século atrds, uma proposta de teor assemelhado foi apresentada pela
primeira vez sob a forma de um livro-texto destinado ao ensino do Célculo infinitesimal.
Referimo-nos a obra Elementary Calculus: An infinitesimal approach, de H. Jerome
Keisler, publicada originalmente em 1976 (cf. KEISLER, 1976). Desde entdo, muitas
outras abordagens formalmente consistentes adotando infinitesimais foram desenvolvidas
e um grande nimero de obras didaticas, inspiradas nestas abordagens, veio a ser langado.
Todas elas tributarias de um movimento que se desencadeou, na histéria da matematica,
a partir da consolidacdo da aritmetizacdo da analise — e, em certa medida, como reacdo a
ela — e que culminou da formulacdo da chamada andlise ndo-standard (ANS) por
Abraham Robinson na década de 1960.

Seria interessante retracar, ainda que em rapidas pinceladas, a histéria de
reabilitacdo dos controversos e desacreditados elementos infinitesimais, sobretudo
porque ela remonta aos primordios da corrente fenomenoldgica na filosofia da
matematica do jovem Husserl. Interessante porque a histéria deslinda a estreita relagédo
existente entre a nogdo de infinitesimal, atinente & problematica do continuo, e a
percepcao (natural e espontanea) do tempo como fluxo continuo. Com efeito, a concepcao
do continuo temporal esta na base da critica enderecada por Husserl aos fundamentos da
matematica estabelecidos pela aritmetizacdo da analise. Segundo Husserl, o continuo
temporal ndo pode ser fragmentado em uma sucesséo de “agoras” pontuais; todo agora
ndo € um ponto discreto, mas um campo continuo de instantes infinitesimais. Destarte, o

objeto temporal tem, para Husserl, uma duragdo e o seu aparecimento a consciéncia tem

% A proposito da defesa do ensino de Calculo com infinitesimais, ver as obras elencadas no item “Em prol
da abordagem ndo-standard para ensino de Calculo”, disposto na seccdo “Indicacdes bibliogréaficas para
trabalhos futuros”. Os estudos de David Tall encontram-se arrolados neste item.
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a forma de um continuum (cf. ALVES, 2006). No inicio de 1900, Hermann Weyl, que foi
discipulo de Husserl, retoma essa critica, afirmando que, assim como os instantes
temporais ndo existem na experiéncia, mas sdo antes idealizacGes, também os numeros
reais denotam a mesma situacéo limite para a continuidade aritmética. Ora, tal apreciacao
prepara o terreno para a retomada, na histéria da matematica, de uma concepgdo de
continuidade que admite a existéncia de uma espécie de “campo sequencial continuo de
nimeros reais”, vale dizer, de elementos infinitesimais. A partir de entdo, passardo a
coexistir duas perspectivas distintas de formalizacdo da analise, fundamentadas em dois
modos diferentes de se conceber a continuidade, uma afirmando outra negando a
existéncia de infinitesimais.

Se os infinitesimais sairam de cena com a consolidacdo da AS, sobretudo depois
que Georg Cantor, com a elaboracdo de sua Teoria dos Conjuntos, acreditou ter sido
possivel demonstrar a inexisténcia dessas entidades tdo controversas, pouco tempo
depois, algumas contribui¢es decisivas abriram o caminho para a constru¢do de uma
nova modalidade de andlise baseada no emprego dos infinitesimais, mas agora de forma
rigorosa e consistente. Entre 1933 e 1934, Skolem desenvolveu um modelo para a
aritmética empregando numeros infinitos. Em 1948, Edwin Hewitt introduz o termo
“hiper-real” e Y0s’, por sua vez, construiu nimeros hiper-reais, contendo infinitésimos,
a partir de uma extensdo fechada do corpo ordenado dos numeros reais. Em 1961,
Abraham Robinson, empregando teoria de modelos, apresentou uma teoria seminal para
a analise matematica fundamentada nos infinitesimais que se tornou o marco inaugural
da analise ndo-standard, como veio a ficar conhecido esse sistema consistente e rigoroso
para tratamento dos numeros infinitesimais e infinitos. Segundo a analise ndo-standard,
cada numero real discreto admite, em sua vizinhanca, elementos formados por uma
sequéncia de nimeros infinitamente proximos a ele, concepcdo perfeitamente condizente
com os numeros infinitesimais que remontam as formulacdes originais de Leibniz. Com
iss0, a reta geométrica, tomada como paradigma do continuo, passa a conter ndo apenas
0s numeros reais, mas também os infinitesimais e 0s numeros infinitos, inversos dos
infinitesimais. Essa extensdo dos numeros reais que engloba nimeros infinitesimais e
numeros infinitos foi denominada conjunto dos numeros hiper-reais. Se a reta real

proposta pela aritmetizac¢ao da analise constitui um “continuo magro”, porque ndo admite
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elementos infinitesimais, entdo, por contraste, a reta composta pelos nimeros hiper-reais
passa a constituir “um continuo adensado ou espesso”.

A partir da formulacdo original da ANS realizada por Robinson, outras
abordagens ndo-standard foram desenvolvidas ao longo dos ultimos anos, sendo por
vezes resultantes de reformulagdes da proposta original de Robinson. Baseadas nestas
abordagens, foram entdo elaboradas diversas obras didaticas para o ensino de Célculo
com elementos infinitesimais, tendo como principal desiderato melhorar o entendimento
e a aprendizagem da matéria. Buscando elencar as principais abordagens advindas da
reabilitacdo dos infinitesimais, bem como as mais destacadas obras didaticas nelas

baseadas, poderiamos mencionar as seguintes:
e anélise infinitesimal ndo-standard simples

Abordagem resultante de uma reformulacdo simplificadora da axiomatica da ANS
de Abraham Robinson. O tratamento l6gico também foi elidido na redacéo de livros-texto
mais acessiveis. As obras didaticas de maior destaque foram elaboradas por Jerome
Keisler, Heinle & Kleinberg e David Tall.

Obras didaticas da abordagem: Keisler (1976a); Keisler (1976b); Henle & Kleinberg
(1979); Stroyan (1997); Tall (2012).
Referencial tedrico da abordagem: Robinson (1966); Stroyan & Luxemburg (1976).

e andlise infinitesimal ndo-standard axiomatica

Abordagem também baseada na ANS de Robinson, mas enriquecida por um
tratamento axiomatico elegante proposto por Edward Nelson (1977), que requer menos
l6gica e teoria dos modelos.

Obras didaticas da abordagem: Deledicq & Diener (1989); Diener & Diener (1995).
Referencial teérico da abordagem: Nelson (1977).

e analise infinitesimal suave
Abordagem concebida a partir das ideias de F. W. Lawwere e baseada na teoria
das categorias. Trata-se de uma proposta mais recente, na qual um infinitesimal é definido

como um numero nilpotente, isto €, um ndmero nao nulo cujo quadrado € nulo. As obras

didaticas mais relevantes foram concebidas por J. L. Bell.
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Obras didaticas da abordagem: Bell (1998); Bell (1999).
Referencial tedrico da abordagem: O'Connor (2018); Moerdijk & Reyes (1991);
Giordano (2010).

e andlise infinitesimal paraconsistente

Abordagem do célculo diferencial realizada a partir da l6gica paraconsistente e da
teoria para consistente de conjuntos desenvolvida notadamente por Newton da Costa.
Obras didaticas da abordagem: Carvalho (2004); D’Ottaviano & Carvalho (2005); Da
Silva Filho (2014).

Referencial tedrico da abordagem: Costa (1993); Costa (2000).

Convem ressalvar que ndo se propde, no ambito desta terceira tematica,
empreender um exame detalhado das diferentes abordagens originarias da ANS, muito
menos realizar qualquer tipo de andlise comparativa entre elas. Com enfoque na
perspectiva de ensino-aprendizagem da matéria, o que se prop&e é tomar como objeto de
estudo as principais obras didaticas, publicadas até a presente data, que se consagraram
como obras de referéncia da abordagem néo-standard adotada. E, fundamentalmente,
com um triplo propésito:

1) Procurar avaliar o quanto a obra didatica sob analise logra facultar, mediante o
emprego de infinitesimais, uma melhor compreensao do significado dos conceitos de
continuidade, derivada e integral. Assim fazendo, buscar identificar quais seriam 0s
aspectos ou elementos presentes na abordagem com infinitesimais adotada capazes de
efetivamente auxiliar a consecucdo do salto epistemoldgico que conduz a boa
compreensdo da definicdo destes mesmos operadores, derivada e integral, feita por meio
de limites, consoante as formulagdes rigorosas consagradas pela AS;

2) Buscar aquilatar o quanto seria frutifero apresentar, para bom entendimento da
matéria, ndo sé a definicdo matematica de derivada e integral, mas também o método de
calculo desses operadores mediante infinitesimais. Com outras palavras, considerar o
proveito de apresentar o calculo dos principais operadores do Calculo avancado de dois
modos: mediante infinitesimais, segundo ANS adotada, e, consecutivamente, pelo
método dos limites, segundo AS. Consideramos aqui que o conhecimento de abordagens
diferentes, mas complementares, possibilita melhor compreenséo dos topicos estudados,

porquanto oferece perspectivas distintas de apreensao desses topicos;
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3) Procurar estabelecer a ordem mais apropriada para apresentacdo do contetido
programatico da disciplina, considerando que que cada um dos principais topicos
constitutivos (continuidade, derivada, integral, limite) devem ser abordados tanto a partir
da ANS como também segundo a AS. Lembrar que, embora os operadores integral,
derivada e limite tenham sido desenvolvidos nesta ordem no decurso da historia da
matematica, costumam ser apresentados justamente na ordem inversa da que foram
desenvolvidos nos livros didaticos que seguem a metodologia de ensino tradicional,
baseada na AS, e que compdem a imensa maioria dos livros didaticos.

Sobre o ensino de calculo infinitesimal no Brasil. A respeito do emprego de
abordagens ndo-standard para o ensino de Calculo em territrio nacional, cumpre
destacar a relevante contribuicdo fornecida pelos trabalhos de Roberto R. Baldino e Eliene
B. Lima. Investigando propostas alternativas para o ensino de Calculo em busca de
melhores resultados no processo de ensino-aprendizado, sustentam o0s autores que o
calculo diferencial e integral e a analise matematica deveriam ser substituidos pelo
calculo infinitesimal e a pela andlise ndo-standard. Vale ainda mencionar o grupo de
pesquisa-acdo em educacdo matematica coordenado pelos professores Roberto R.
Baldino e Tania C. B. Cabral que, desde 1994, busca compreender a fundamentacdo do
pensamento infinitesimal atraves do estudo da andlise ndo-standard e de trabalhos
classicos da historia da matemética (como os de Leibniz), com o intuito de produzir
material para aplicacdo em salas de aula de Célculo. Em 1995, propostas deste grupo de
pesquisa foram colocadas em pratica na disciplina de Calculo para o curso de Fisica na

Unesp-Rio Claro.
Sobre o0 éxito do ensino de Calculo com infinitesimais

Ao longo das Udltimas décadas, um bom ndmero de estudos atestou haver
consideravel ganho de aprendizado quando da ado¢do da abordagem ndo-standard no
ensino de Célculo. Para mencionar alguns, Sullivan (1976) apresenta o resultado de um
experimento controlado envolvendo cinco escolas norte-americanas. O estudo concluiu
que a adocdo da obra de Keisler, Elementary Calculus, apresentava vantagens
significativas sobre abordagem standard para o ensino de Célculo. O’Donovan & Kimber
(2006) também apresenta uma experiéncia com o ensino de Calculo mediante

infinitesimais, cuja apreciacao foi positiva. Contudo, um outro trabalho publicado pouco

Pagina | 155



tempo depois (cf. O’DONOVAN, 2007) reporta dificuldades pedagdgicas com a
abordagem ndo-standard do Calculo, tanto a partir do livro didatico de Keisler como de
outros. Mais recentemente, Katz & Katz (2010) oferece um relato positivo a respeito de
um curso de calculo baseado no livro de Keisler.

Seja como for, apesar dos ndo poucos casos de sucessos relatados e das vantagens
comprovadas, é preciso convir que a abordagem da disciplina por meio dos metodos
infinitesimais ndo foi capaz de se impor, até a presente data, de forma duradoura no
ensino. Essa constatacéo € feita por Hodgson (1994), entre outros.

Ora, acreditamos ser de enorme valor empreender uma investigacdo que busque
identificar os fatores que tém dificultado ou mesmo impossibilitado a adogdo da
abordagem ndo-standard no ensino da disciplina de Calculo, malgrado seu éxito
comprovado pelos estudos documentados. Certamente, ndo se tem apenas um, mas uma
multiplicidade de fatores que dificultam, quando néo impedem a adogédo de abordagens
alternativas. Como o correto conhecimento dessa multiplicidade de obstaculos é condicao
sine qua non para sua futura superacdo, essa investigacdo se faz, sem duvida,
indispensavel. Ela constitui a tematica final deste convite de pesquisa enderecado aos

muitos estudiosos da area.
A guisa de concluséo

Evidentemente, as quatro linhas de investigacdo delineadas anteriormente néo
devem ser contempladas de forma independente umas das outras, uma vez que 0
conhecimento auferido por cada uma delas pode fornecer subsidios preciosos para 0
desenvolvimento das demais. Assim é que uma nova compreensdo das dificuldades de
natureza epistemoldgica que incidem sobre o processo de ensino-aprendizagem da
matéria de Calculo Diferencial e Integral, quando baseado nas formulacdes da AS, pode
melhor balizar uma nova metodologia alternativa mais exitosa. O mesmo pode ser dito a
respeito de uma compreensdo mais aprofundada das vantagens propiciadas por uma
abordagem que, na definicdo dos topicos da matéria, empregue deliberadamente a nogao
de infinitesimal. Contribuices feitas em cada uma das tematicas esbocadas, qualquer que
seja 0 momento em que acontecam, podem se retroalimentar, levando a reformulagdes e

aprimoramentos.
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Fica também patente que a terceira temética de investigacdo esbocada constitui o
corago, por assim dizer, desse amplo projeto de pesquisa coletivo. E nela que se propde
definir em detalhes uma abordagem alternativa para o ensino-aprendizagem da disciplina
de Calculo, o que inclui o desenvolvimento de material didatico de apoio abrangente e
completo. E preciso reiterar que muito pouco foi feito nesse sentido até a presente data
em nosso pais. Temos, € certo, algumas experiéncias isoladas exitosas, resultantes de
estudos de caso sobre o tema. Esses estudos apresentam propostas valiosas, mas em geral
restritas a um ou outro topico particular, estando longe de detalhar de forma ampla e
consistente uma abordagem alternativa para o conteldo programético integral da
disciplina. Nos idos de 1994, soubemos que o grupo de pesquisa-agdo em educagéo
matematica, coordenado pelos professores Roberto R. Baldino e Tania C. B. Cabral,
acalentou a proposta de produzir material didatico de Calculo infinitesimal fundamentado
na ANS. No entanto, ndo temos conhecimento de que um material abrangente dessa
natureza tenha sido publicado até o presente momento.

Para mencionar apenas uma das muitas questdes e dificuldades que despontam
nesse detalhamento, pensemos, por exemplo, na forma como articular a apresentacdo dos
conceitos de integral, derivada, limite e continuidade, considerando que devem ser
inicialmente apresentados de forma mais intuitiva empregando a nocao de infinitesimal
fundamentada em uma abordagem da ANS (como aqui defendido), para somente depois
serem definidos de forma rigorosa a partir das formulacGes consagradas pela AS. Nesse
caso, qual seria a ordem de apresentacdo mais adequada desse conteldo programatico?
Talvez apresentar primeiro os conceitos de integral e derivada fazendo uso de elementos
infinitesimais, mediante uma abordagem convenientemente escolhida da ANS, e s6
depois apresentar a definicdo formal de limite de Weirstrass, a partir da qual seriam
novamente definidos derivada e integral, retomando a ordem convencional em gue sdo
expostos os tdpicos da disciplina baseados na AS? Essa questdo ndo tem resposta facil,
assim como muitas outras que surgem desde que procuramos estabelecer em detalhes uma
abordagem alternativa. Para mencionar apenas mais algumas dessas questdes: seria
vantajoso apresentar alguns exemplos de céalculo analitico desses operadores (derivada e
integral) realizados tanto segundo a AS como a partir da ANS escolhida? E o que dizer
dos teoremas que compde a matéria, como o Teorema Fundamental do Calculo? Seria

interessante demonstra-los duplamente, tanto a partir da ANS escolhida como a partir da
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AS? H4, nessas indagacdes, muitos aspectos que devem ser ponderados e refletidos. A
tarefa é realmente desafiadora e demasiado ambiciosa para ser assumida individualmente.
E o que justifica o apelo para um trabalho de pesquisa coletivo e de longo termo. Além
do mais, € preciso ainda considerar que as novas metodologias desenhadas devem passar
pela prova de fogo do trabalho em sala de aula, somente gragas ao qual poderédo mostrar-

se bem-sucedidas, ou néo, exigindo reformulagdes e aprimoramentos.
IndicacGes bibliogréaficas para trabalhos futuros

Para encerrar, dispomos nesta Ultima seccdo uma bibliografia previamente
selecionada para o desenvolvimento das quatro linhas tematicas de pesquisa em que se
desdobra essa ampla proposta. E, por fim, fazemos votos para que esse manifesto em
defesa do ensino de Calculo infinitesimal, solidario ao convite que ele encerra, tenha o
conddo de reavivar o interesse por um instigante campo de pesquisa da educagédo
matematica que tem recebido, nos Ultimos anos, menos atencdo do que certamente

merece.
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