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Resumo

Este trabalho teérico discute aspectos referentes as diferentes interpretacdes de fracdo, sobretudo a
interpretacdo de fracdo como medida. Ao menos cinco interpretacbes devem ser consideradas nas
discussdes quanto ao ensino de fragcdes: medida, parte-todo, quociente, razdo e operador. No entanto, ndo é
oportunizada aos estudantes brasileiros o ensino de fragdes com os diversos significados, ficando restrita,
principalmente na introducdo das fragGes, somente ao significado parte-todo, o qual ndo tem sido eficaz.
Contudo, pesquisas tém apontado resultados favoraveis ao ensino de fragfes na perspectiva da medicdo.
Nesse contexto, sdo discutidas pesquisas relacionadas a perspectiva da medicdo baseadas na nocdo de
particdo de uma quantidade e na nocdo de fracdo na perspectiva de medicdo, na qual uma fragdo é uma
comparacdo multiplicativa entre duas quantidades do mesmo tipo, medidas pela mesma unidade,
apresentada por Powell (2019b). Esta perspectiva coincide com a génese historica das fracdes, que emergem
da necessidade de medir quantidades continuas. A conclusdo € que a introducdo de fracGes deve ser
realizada pelo significado medida, inicialmente como uma relagdo de comparagdo multiplicativa entre
quantidades e posteriormente como ponto na reta numérica.

Palavras-Chave: Educacio Matemética; Barras Cuisenaire; Perspectiva de Medic#o.

Abstract

This theoretical paper seeks to discuss and present aspects concerning the different interpretations
of fractions, especially the interpretation of fractions as measurement. At least five interpretations should
be considered when discussing the fractions teaching: measure, part-whole, quotient, ratio, and operator.
However, it is not provided to Brazilian students and from many countries the instruction of fractions with
the various meanings, being restricted, especially in the introduction of fractions, only to the part-whole
meaning, which has not been effective. Although, research has shown favorable results in fractions teaching
from the measurement perspective. In this context, we present studies related to the measurement
perspective based on the partition notion of a quantity, and fraction notion in the measurement perspective,
in which a fraction is a multiplicative comparison between two quantities of the same type measured by the
same unit, as presented by Powell (2019b), which coincides with the fractions historical genesis, that
emerges from the need to measure continuous quantities. Findings show that introduction of fractions
should be performed by the meaning of measure, initially as a relation of multiplicative comparison between
quantities and later as a point on the number line.

Keywords: Mathematics education; Cuisenaire rods; Measurement perspective.
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Introducéo

Historicamente, as fragdes foram construidas a partir de diferentes necessidades e
significados. O ensino de fragdes tornou-se conceitualmente distante da sua fonte de
origem, a medicdo. Isso ocorreu em um desenvolvimento relativamente recente na
historia da Matematica quando, no inicio do século XX, a partir do influente Matematico
alemdo David Hilbert, surge o Formalismo. Os formalistas defendiam que toda
matematica pode ser formulada com base em regras para manipulacdo de férmulas, sem
qualquer referéncia com contextos histdricos ou aos seus significados préaticos. Para Silva
(2005), essa visdo defende que toda a Matematica pode ser construida a partir de verdades
gue ndo necessitam ser demonstradas. Essa crenca filosofica permeia o Ensino de
Matematica até os dias atuais e influencia a forma como os ndmeros racionais sao
definidos, especialmente as fragdes (POWELL, 2019c).

A dificuldade apresentada pelos estudantes no entendimento do conceito de fracéo
tem sido apontada e discutida em diversos estudos (BAILEY et al., 2012; TORBEYNS
et al., 2015; POWELL, 2018a; 2018b; 2019a; 2019c). A construcdo desse conceito ndo
ocorre de forma natural devido & complexidade e diversidade de conceitos que envolve o
ensino e a aprendizagem de fracGes. Segundo Doneda de Oliveira e Basniak (2021, p. 3),
“as fragdes ndo possuem uma definicdo ou concepg¢do Unica, mas assumem diferentes
interpretacdes, sendo um emaranhado de ideias com multiplos significados, que se
relacionam aos numeros racionais € outros conteudos”.

Assim, neste trabalho tedrico, buscam-se esclarecer aspectos referentes as
diferentes interpretacdes de fracdo, sobretudo a interpretacdo de fracdo como medida, a
qual pode ser compreendida como uma relacdo comparativa multiplicativa entre
quantidades (POWELL, 2018b) ou pontos na reta numérica (LAMON, 2012), bem como
suas implicacGes para 0 ensino e para a aprendizagem deste tema da Matematica. Para
isso, primeiramente realizamos uma breve discussdo histdrica sobre o conceito de fracéo
relacionado com sua origem, a perspectiva da medicao, fundamentada principalmente por
Caraga (1951;1989), e apresentamos as diferentes interpretacdes sobre fracGes. Na
sequéncia, apresentamos algumas pesquisas baseadas na interpretacdo de medida que
encontramos em nossos estudos, principalmente na literatura estrangeira. Apresentamos

a pesquisa realizada por Powell (2018b), cuja problematica buscou responder ao
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questionamento: como se ensina sobre fragOes a partir de uma abordagem de medicéo,
usando barras Cuisenaire? Uma abordagem de medida que difere das outras
interpretacdes, que sdo baseadas na nocdo de particdo de uma quantidade. Finalizamos
com uma discussdo sobre a introducdo como medida a ser utilizada para a introducéo das

fragdes.
O Conceito de Fracéo e sua Construcdo Histérica

Na definicdo formalista, os nUmeros racionais séo representados como fracdes

comuns, sendo simbolos bipartidos que expressam quocientes ou razfes entre dois
ndmeros inteiros a e b, %, sendo a e b inteiros e b # 0. Na expressao %, a é chamado

dividendo ou numerador; e b, de divisor ou denominador. Segundo Powell (2019c, p.
701), fundamentado em Davydov e Tsvestkovich (1991) e Schmittau (2003), essa
definicdo faria pouco sentido para os estudantes; entdo, mesmo contradizendo o projeto
formalista, os educadores matematicos inventaram correlagfes visuais para fracbes que
envolvem particionar itens do cotidiano, como pizzas, barras de chocolate e castanhas, ou
figuras geomeétricas divididas em partes iguais, em que algumas dessas partes estdo

sombreadas. Desta forma, para as criancas, as representacdes visuais dariam sentido ao
simbolo bipartido %.

O povo egipcio, além da escrita dos nimeros, também é conhecido por ter
desenvolvido o conceito de fracdo, quando os NUmeros Naturais ndo eram mais capazes
de representar de todas as medicOes realizadas. Ao fracionar a unidade, ou seja, ao
constituir o conceito de fracdo, ocorreu 0 que seria a expansdo do campo dos nimeros
naturais ao campo dos nimeros racionais. Aleksandrov (1963, p. 24-25, tradugdo nossa)

localiza a origem das frac6es na interagdo inicial entre geometria e aritmética:

Em geral, a medicdo de qualquer magnitude combina calculos com
alguma operacao especifica que € caracteristica desse tipo de magnitude... Mas
no processo de medicéo verifica-se, em geral, que a unidade escolhida ndo esta
contida na magnitude medida um nimero inteiro de vezes, de modo que um
calculo simples do nimero de unidades ndo é suficiente. Torna-se necessario
dividir a unidade de medida para expressar a magnitude com mais precisao por
partes da unidade; isto €, ndo mais por nimeros inteiros, mas por fragoes. Foi
desse modo que as fragdes realmente surgiram, como é demonstrado por uma
analise do histdrico e de outros dados. Surgiram da divisdo e comparacao de
magnitudes continuas; em outras palavras, da medicao.
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Corroborando com a ideia de que as fragdes surgiram da medicdo, Caracga (1989)
as exemplifica, utilizando dois segmentos de reta (Figural), um nomeado AB e outro CD.
Ao sobrepor um segmento a outro fazendo coincidir dois extremos, no caso A e C,
verifica-se que o ponto D se localiza entre A e B. Logo, a comparagao entre esses dois
segmentos pode ser feita afirmando que o comprimento de AB é maior que CD; ou que 0
comprimento CD é menor que o AB (POWELL, 2018b).

Figura 1 — Medicao de segmentos

- — —

+D

Fonte: Caraca (1989, p. 29).

Segundo Caraca (1989), comparar o resultado dos comprimentos com maior ou
menor que, ndo responde a muitas questdes, sendo necessario responder a pergunta
quantas vezes um comprimento cabe no outro. E necessario, também, estabelecer um
padrdo de comparacdo para as grandezas da mesma espécie, como se faz com metro para
comprimento e grama para peso, por exemplo. Para responder a pergunta quantas vezes,
€ necessario um numero que exprima o resultado da comparagdo com a unidade. “Este
namero chama-se a medida da grandeza em relacdo a essa unidade” (CARACA, p. 30,
1951, grifo do autor). Tomando a Figura 2, o resultado da comparacdo expressa que 0
segmento CD cabe quatro vezes em AB; ou ainda, que a medida CD, considerando AB

como unidade de medida, é quatro.

Figura 1 — Comparacéo entre comprimento de dois segmentos 1

Fonte: Caraca (1989, p. 33).

AB 12

chD 3

Para Caraca (1989, p. 33), a situagdo representada na figura 2 € uma excecao. O
que ocorre com maior frequéncia é o caso em que, aplicando a unidade sobre AB, sobra

uma porcdo PB de segmento inferior a unidade, como na Figura 3.

Figura 2 - Comparacdo entre comprimento de dois segmentos 2
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Fonte: Caraga (1989, p. 12).

ars .. . . AB 11 . ~ ~
Utilizando o mesmo raciocinio anterior, teriamos D = 3 Porem, esta razao nao

existe em nameros inteiros, porque 11 ndo € divisivel por 3, sendo necessario um novo
campo numeérico que contemple essa medicao. A técnica utilizada para realizar a medigéo
da figura 3 partiria do pressuposto que é possivel exprimir, sempre, a medida de um
segmento tomando outro como unidade. Desta forma, PB s&o duas partes das trés partes

representadas por CD (unidade), e ent&o escrevemos a razéo ';—ﬁ = % (duas partes das trés
em que esta dividida a unidade). Segundo Caraca (1989), teoricamente, em qualquer das

., . ~ AB - , .
hipdteses anteriores, a razao o5 © considerada um Numero Racional. No entanto, se AB
~ .., AB , . . ;- z ., .
ndo for divisivel por CD, 5 eum Numero Racional Fracionério. E possivel interpretar,
~ 11 . . . . , - 2 .
entdo, que em ?cabem 3 unidades CD inteiras e a parte fracionaria 3 (dois tercos) da

unidade CD, ou que % =34 % Desta maneira, podemos afirmar que, no problema da

medida, temos: escolha da unidade; comparacdo com a unidade; e a expressdo do
resultado dessa comparacdo por meio de um ndmero.

Powell (2018b, p. 404, traducdo nossa), no entanto, aponta que “poucas pesquisas
sustentadas tém investigado a base ontoldgica alternativa conhecida para o conhecimento
das fracdes, a perspectiva da medi¢ao”. A escassez nas pesquisas também se reflete nos
documentos norteadores do curriculo da Educacao Basica, como descrevem Doneda de
Oliveira e Basniak (2021, p. 2), citando que a medicdo, como possibilidade para a
construcdo do campo numeérico dos numeros racionais, ndo se encontra nos objetivos de
aprendizagem ou conteidos de maneira evidente no Referencial Curricular do Parana
(PARANA, 2018) e no Curriculo da Rede Estadual Paranaense - CREP (PARANA,
2019), “apesar de a BNCC destacar a importancia de propiciar aos alunos tarefas que
envolvam medicgOes, para mostrar a necessidade de um novo campo numérico”.

Entretanto, a interpretacdo da fracdo com medida ndo € Unica, as fracdes assumem

diferentes interpretacGes. Nesse sentido, a0 menos cinco interpretacbes devem ser
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consideradas nas discussdes quanto ao ensino de fragdes: medida, parte-todo, quociente,

razdo e operador, como discutimos na secao que segue.
Fracédo e suas Interpretacoes

Behr et al. (1992) relatam que fracGes e numeros racionais, quando associados a
problemas do mundo real e observados de um ponto de vista pedagdgico, assumem
indmeras personalidades ou significados, os quais vém sendo estudados desde a década
de 70, compondo uma vasta literatura que discute a ideia de que 0s nimeros racionais sdo
constituidos por varias interpretac6es ou significados (KIEREN, 1976; 1980; BEHR et
al., 1983; LAMON, 2012). Porém, ainda existem divergéncias nas tentativas de definir
as caracteristicas dos nimeros racionais e das fragoes.

Um dos pesquisadores no tema, mais lido e referenciado em trabalhos que
abordam fracdes e Numeros Racionais, € Kieren (1976; 1980; 1988; 1993). Este
pesquisador foi o primeiro a chamar a atencéo para a existéncia de diversas interpretacoes
ou significados para os Numeros Racionais. Ele afirma que, para uma completa
compreensdo dos Numeros Racionais, € necessario conhecer cada uma dessas
interpretacdes distintas e a forma como elas se inter-relacionam. Ressalta que, “para
aprender adequadamente os aspectos algébricos que sdo inerentes aos conceitos dos
ndmeros racionais € necessaria uma variedade de experiéncias com diversas
interpretacdes de nimeros racionais” (KIEREN, 1976, p.109, traduc¢do nossa). Em sua
primeira publicacdo, o autor listou sete interpretacdes:

1. Numeros racionais sdo fragdes que podem ser comparadas,
adicionadas, subtraidas, etc.
2. Os nUmeros racionais sdo fragcBes decimais que formam uma

extensdo natural (pelo nosso sistema numérico) para 0s nimeros inteiros.
3. Os nameros racionais sdo classes de equivaléncia de fragdes. Assim,
12 3 2 4 6 ~ , . .
,=,=,...)e{5 - -, ...} sdo niUmeros racionais.
2 476 369
4. Numeros racionais sdo nameros na forma s , onde p e g sdo inteiros,
e g # 0. Nessa forma, os nimeros racionais sdo niimeros de “proporgdo”.
5. NUmeros racionais sdo operadores multiplicativos.
6. NUmeros racionais sdo elementos de um campo quociente ordenado

infinito. Eles sdo nimeros da forma: x = S’ onde x satisfaz a equacéo gx = p.

7. Os nimeros racionais sdo medidas ou pontos em uma reta numérica
(KIEREN, 1976, p. 109-110, tradu¢do nossa).
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Em trabalho posterior, Kieren (1980) reorganizou essas sete em cinco
interpretacdes das fracOes: parte-todo, quociente, medida, razdo e operador. Portanto,
inicialmente, Kieren (1976) considerava fragdes como uma das interpretacdes para 0s
Numeros Racionais, mas posteriormente (KIEREN, 1980) substituiu este termo pela
interpretagéo parte-todo. Em um trabalho realizado em 1988, o pesquisador reorganizou
novamente essas interpretagdes em quatro categorias: quocientes, operadores, medidas e
razdes, entendendo que o conceito de parte-todo estd posto nas outras interpretacfes
(KIEREN, 1988).

Referenciando-se nos trabalhos de Kieren (1976; 1980; 1988; 1993) surgiram
outras pesquisas que se destacaram na tentativa de esclarecer as diferentes interpretacoes
de fracdes. Behr et al. (1983), a partir das interpretacfes propostas por Kieren (1976),
reorganizaram as categorias incluindo novamente parte-todo, denominada por eles como
COrpo quociente. Dessa maneira, Behr et al. (1983) propuseram 0s seguintes
significados para os Numeros Racionais: relagdo parte-todo, medida, razdo, quociente
indicado, corpo quociente, e operador, 0s quais, posteriormente, Behr et al. (1992)
organizaram em sete interpretacdes:

1) medida fracionaria que indica a questdo de quanto ha de uma quantidade
relativa a uma unidade especificada daquela quantidade. Eles propuseram esta
interpretacdo como uma reformulacdo da nocéo parte/todo;

2) razdo, ndo sendo esclarecida pelos autores a ideia pertencente a essa
interpretacéo;

3) taxa, que define uma nova quantidade como relacdo entre duas outras
quantidades. O que distingue taxas de razdes € que as taxas podem ser adicionadas e
subtraidas, enquanto as raz@es, ndo;

4) quociente, que vé o namero racional como resultado de uma divisao;

5) coordenadas lineares, que interpretam o nimero racional como um ponto da
reta numerada, ou seja, 0s numeros racionais formam um subconjunto dos nimeros reais;

6) decimal, que enfatiza as propriedades associadas ao nosso sistema de
numeragéo; e

7) operador, que vé a fragdo como uma transformacéo.

A partir desses e outros autores (KIEREN, 1976; 1989; BEHR et al., 1983;
ESCOLANO; GAIRIN, 2005; LAMON, 2012), Doneda de Oliveira e Basniak (2021)
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elaboraram um quadro que destaca e exemplifica as interpretacbes de fragdes

frequentemente utilizadas.

Quadro 1 — Ideias e Significados Relacionados as Interpretacdes de Fracbes

Interpr Ideias e Significados Relacionados
etacao

Ideia de parte de um todo.

Sendo %em que a é a parte considerada e b é o todo. E necesséario compreender que

to dl;arte- a é parte de um mesmo todo.
Exemplo: um retangulo ¢ dividido em 5 partes iguais e tomam-se 3 partes, temos a
~ 3
fracdo .
Ideia de particdo e quotizacgéo.
Na particéo, o todo tem que ser repartido em partes iguais para um grupo definido.
Exemplo: repartir 12 brigadeiros para 6 criangas. Quantos brigadeiros cada crianga
) ird receber?
Quocien L L . ,
te Na quotizacéo, o total de elementos ja esté definido, e o que precisamos encontrar é
0 nmero de grupos que podem ser feitos com o todo.
Exemplo: temos 12 brigadeiros e queremos distribuir 3 brigadeiros para cada
crianca. Quantas criancas irdo receber brigadeiros?
Ideia de razdo ou taxa.
A razdo é uma comparacdo multiplicativa entre duas quantidades de mesma
grandeza.
Exemplo: em uma sala de aula de 20 meninas e 10 meninos, podemos afirmar que a
razdo do nimero de meninas para 0 nimero de meninos é 2ou2:1.
Razéo !

A taxa é uma extensdo do construto de razdo e é uma comparagdo multiplicativa
entre duas quantidades de grandezas diferentes, em que a segunda grandeza depende da
primeira.

Exemplo: a velocidade que normalmente é expressa em quilémetro por hora ou
metro por segundo.

Ideia de encolher ou esticar, ou ainda, ampliar ou reduzir.

Esta associado a ideia de fungdo f(x) = %x, com b # 0. Ao ser aplicada em

grandezas continuas, tem-se a nogao de encolher ou esticar, ou ainda, ampliar ou reduzir, e

Operad | o todo é transformado.

or
2 . . ~ -

Exemplo: Ao calcular B do numero 30, aplicamos uma redugdo do nimero 30. Se

5 . . . "
calcularmos > do namero 30, o efeito é de ampliagéo.

Ideia de medir como acéo.

Medir exige comparacéo e ordenacdo. Para expressar essa magnitude, é necesséria
a representacao fraciondria, caso a medida nao seja inteira; e a escolha de uma unidade de
Medida | medida.

Exemplo: Medir o comprimento de uma folha de papel e expressar essa medida
com representacdo fracionaria, utilizando um Iapis como unidade de medida.
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Fonte: Doneda de Oliveira e Basniak (2021, p. 16).

E importante destacar que, para todos os autores citados, as cinco interpretacdes
(parte-todo, quociente, razdo, operador e medida) sdo baseadas na nogéo de particéo de
uma quantidade. Entretanto, Powell (2019b) apresenta a nocao de fracdo na perspectiva
de medicéo, na qual uma fracdo € uma comparacdo multiplicativa entre duas quantidades
do mesmo tipo, medidas pela mesma unidade. O quadro 2 exemplifica todas as

interpretagdes consideradas.

Quadro 1 - Interpretacdes para a fracao %

Interpretacdes Exemplos para a fragéo %
Parte-todo (parte-parte) 1 de 4 partes iguais; 1 menina para cada 4 meninos.
Quociente 1 dividido por 4.
Razio 1 de algo comparado a 4 de algo mais, em um sentido
multiplicativo.
Operador i de algo que € a unidade, de uma quantidade.
Medid O comprimento de ide uma unidade em uma linha
edida
numerica, que pode ser iterada n vezes para obter a fracdo %
Medicgéo A medida de uma quantidade é i da medida de outra.

Fonte: Souza e Powell (2021, p. 85, traducdo nossa).

Considerando a complexidade que envolve as diferentes interpretacfes sobre
fragdes, Berh et al. (1983) problematizaram a dificuldade sobre qual ou quais das
interpretacdes seriam indicadas para desenvolver, nas criangas, o conceito basico de
fracdo, assim como as relacGes, operacBes e aplicacbes com ndmeros racionais. Nesse
contexto, discutimos, na sequéncia, algumas pesquisas com resultados favoraveis no

ensino de fragdes na perspectiva da medicéo.

O que dizem as pesquisas relacionadas a perspectiva de medicao

Encontramos, em nossos estudos, principalmente na literatura estrangeira,
pesquisas que discutem e apresentam a instrucdo de fracfes baseadas na perspectiva da
medicdo como abordagem eficaz no ensino de fragdes. As pesquisas apresentadas nesta

secdo sdo assentes na particdo de uma quantidade, sendo apresentada posteriormente a
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pesquisa desenvolvida por Powell (2018b), em que a medida é compreendida como uma
relagdo de comparacdo multiplicativa entre duas quantidades do mesmo tipo, medidas
pela mesma unidade.

Campos e Rodrigues (2007) desenvolveram uma pesquisa com estudantes do
Ensino Fundamental, Médio e Superior para identificar as dificuldades referentes a
definicdo do referencial em situagdes que envolvem fracGes. A partir dos resultados, os
autores sugerem que as dificuldades observadas poderiam ser amenizadas se 0 ensino de
fragdes contemplasse o significado de medida. Porém, como comentam 0s autores
citando Silva (2005), o significado de medida é um dos menos considerados pelos
professores na elaboragédo de suas atividades.

Em pesquisa mais abrangente, Torbeyns et al. (2015) realizaram um estudo
investigando as relacdes entre a compreensdo da magnitude da fracdo, a aritmética e as
habilidades matematicas com estudantes de 6° e 8° Ano na China, Bélgica e nos Estados
Unidos da América (EUA), paises que possuem praticas educacionais diferentes.
Inicialmente, os pesquisadores sao enfaticos em afirmar que, tanto para nimeros inteiros
quanto para fracdes, os estudantes precisam aprender a interpretar os simbolos numéricos
em termos das magnitudes as quais eles se referem, e que essa compreensao de magnitude
é central para a competéncia matematica geral.

Os autores citados ressaltam que o ensino de fracdo nos EUA é quase
exclusivamente baseado na interpretacdo parte-todo, enquanto os alunos na China e na
Bélgica encontram énfase substancial na interpretacdo da medicdo (TORBEYNS et al.,
2015). O estudo concluiu que os estudantes chineses, instruidos em fragcdo enfatizando a
interpretagdo de reta numérica, tiveram melhor desempenho na compreensdo de
magnitude e nas tarefas aritméticas com fragdes do que estudantes dos EUA. Os
estudantes belgas cometeram menos erros que os estudantes dos EUA nas tarefas de
fragdo. O estudo sugeriu, também, que ha evidéncias da influéncia do conhecimento
matematico dos professores na aprendizagem de fragdes, e comentam que 0s professores
chineses possuem um rico conhecimento matematico; enquanto nos EUA, os
professores possuem um conhecimento mais superficial; e os docentes da Bélgica
parecem situar-se entre os professores da China e dos EUA.

Corroborando com esses resultados, Escolano e Gairin (2005), em pesquisa

realizada na Espanha, avaliando uma proposta didatica diferenciada para o ensino de
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fracOes, desenvolvida ao longo dos ultimos trés anos do ensino Fundamental, do 4° ao 6°
Ano (10 a 12 anos), verificaram superacdo significativa dos estudantes das limitagdes
geradas pela abordagem parte-todo, amplamente adotado na Espanha. Nesse
estudo, inicialmente foi utilizada a perspectiva de medicdo no 4° Ano, o modelo de
quociente no 5° Ano, e o modelo de razéo entre grandezas de magnitude no 6° Ano.

Estudo conduzido por Fuchs et al. (2013), envolvendo 259 alunos da 42 série, em
Nashville, estado de Tennessee, Estados Unidos, com meédia de 10 anos de idade,
recebendo diferentes intervencdes sobre a compreensdo de fracBes e aritmética,
demonstrou que a intervencdo baseada na medicao foi mais eficaz do que uma abordagem
instrucional predominante, que enfatizava interpretacdes de fragdes parte-todo.

As pesquisas brasileiras, de acordo com o estudo realizado por Scheffer e Powell
(2020), indicam a predominancia da abordagem do particionamento (parte-todo). Os
pesquisadores realizaram um estudo analisando dissertacOes, teses e artigos brasileiros
publicados de 2013 a 2019. Dos estudos selecionados, predominam 0s que tratam da
utilizacdo de materiais manipuldveis e de tecnologias digitais no ensino e na
aprendizagem de fracGes, além de pesquisas que tratam da nocéo e definicdo de fracdes
a partir de medicdo, comparacéo, propriedades e opera¢des. Com relagéo ao significado,
atendem principalmente a interpretacdo parte-todo e dos operadores de fragdes. O aporte
tedrico “fundamenta-se em autores que se referem a construgdo do conceito e da nogdo
de fracdo, principalmente aqueles que estabelecem relacdo com a interpretacdo parte-
todo” (SCHEFFER; POWELL, 2020, p. 18). Ressaltamos que as publicagcdes que
envolvem a abordagem de fracGes na perspectiva de medi¢do ndo foram citadas por
autores brasileiros.

No entanto, Graca, Ponte e Guerreiro (2021), embasados no estudo de
Charalambous e Pitta-Pantazi (2007), afirmam que o significado medida é um dos que 0s
alunos apresentam mais dificuldade, e que isto se deve, em parte, a pouca abordagem na
instrugdo de nimeros racionais.

Assim discutimos, na se¢éo que segue, duas perspectivas diferentes para o ensino
de fracGes baseado na interpretacdo de medida, indicados por Powell (2018b) e Lamon

(2012) para introduzir as fragdes.
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Medida: Reta Numérica X uma Relacdo de Comparacdo Multiplicativa entre
Quantidades

Nesta secdo discutimos a interpretacdo das fracbes como medida sob duas
perspectivas diferentes: pontos na reta numérica (particao) e uma relacdo de comparacao
multiplicativa entre quantidades, a partir dos estudos de Lamon (2012) e Powell (2019c).

Lamon (2012, p. 213, tradugdo nossa) reporta a pontos na reta numérica para a
interpretagdo de medida, escrevendo que “¢ improvavel que qualquer outra interpretagao
de fracdo possa chegar perto do poder da reta numérica para construir o sentido de
namero”. Para a autora, a possibilidade de indicar uma fra¢ao na reta numérica, podendo
ter infinitas possibilidades, ajuda a desenvolver, nos estudantes, a nog¢éo de densidade dos
nameros racionais, o senso de ordem e de magnitudes relativas de nimeros racionais.
Estes atributos sdo resumidamente denominados pela autora como senso de fragao.

A particdo exerce um papel importante em outros modelos e interpretacdes, mas
para Lamon (2012), quando tratamos de fracdes como medidas, o ponto central esta na
possibilidade de particionar a unidade sucessivamente, e 0 nimero de partes iguais pode
variar, dependendo de quantas vezes for necessario realizar esse processo. Esse aspecto
dindmico da medicdo é diferente de quando se compara o nimero de partes iguais que se
tem com um numero fixo em uma unidade, como na interpretacdo parte-todo, por
exemplo.

A autora reforca que é muito facil construir problemas que exigem particoes
sucessivas. No entanto, chama a atengédo para os problemas propostos aos estudantes, para

que eles cumpram o objetivo. Na Figura 4, podemos observar que, embora seja nomeado
-~ , . .. 3 .

como um problema de medicéo, € basicamente solicitado para sombrear ” de uma figura,

pois sugere dividir a unidade em 4 intervalos iguais e marcar o terceiro intervalo, desta

maneira, sendo associado a perspectiva parte-todo.

. - 3 o
Figura 3 -Localizando 2 ha reta numérica

s

Localize | nessa reta numeérica. -

=9
O ——

Fonte: Lamon (2012, p. 210, tradugéo nossa).
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Na Figura 5, pede-se para determinar a fracdo apropriada para a posi¢do da

tartaruga. Essa tarefa ira exigir particdes sucessivas até chegar ao ponto em que a tartaruga

estd, e assim nomear a fracao.

Figura 5 - Localizando a tartaruga na reta numérica

= (Quio longe do ponto de partida estd a tartaruga?

= =

0 1

Fonte: Lamon (2012, p 21, tradugdo nossa).

Para Lamon (2012), o objetivo de tarefas como esta €, em parte, que 0s estudantes

tenham nogdo de como os nimeros fracionarios se relacionam uns com os outros, e para

~ . ~ 1 - . 1 .
saberem onde estdo localizados em relagdo a Sea unidade, no caso da Figura 5. O 5 seria

a ancora, termo utilizado por pesquisadores que investigam o senso numérico (CORSO;
DORNELES, 2010; RESNIK, 1989; YANG, 2003), e pode ser entendida como uma base

para o raciocinio durante o processo de resolucdo de problemas matematicos.

Powell (2018a; 2019c) adota outra perspectiva para trabalhar com as fragdes. Para

esse autor a interpretacdo de medida é compreendida como uma relacdo de comparacgédo

multiplicativa entre quantidades. Para Powell (2019c), o termo fracdo permite duas

abordagens: a de medicao e a de particionamento.

o > w0 DN

A W Dp e

Na abordagem de particdo, o0 autor cita as seguintes caracteristicas cognitivas:
Um todo ou quantidade equiparticionada, discretizada;

Um todo é uma unidade implicita e preordenada;

Induz a contagem;

Fracdo unitaria predeterminada; e

Uma fracdo denota contagens de entidades discretas: numero de partes destacadas
em relacdo ao nimero total de partes.

No entanto, para a abordagem da medicédo sdo citadas as seguintes caracteristicas:
Duas quantidades continuas distintas;

Uma quantidade é uma unidade explicita;

Necessita estimar ou medir; e

Fracdo unitaria a ser determinada;
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O autor realiza pesquisas na perspectiva da medicdo utilizando a ferramenta
pedagogica barras Cuisenaire. De acordo com Powell, ao utilizar as barras Cuisenaire é
possivel avancar de fracBes ndo-simbolicas para simbolicas, motivo pelo qual
apresentamos, na sequéncia, a abordagem para o ensino de fracdes na perspectiva da

medic&o desse o autor.

Introducéo ao Ensino de Fragdes com as Barras Cuisenaire

Powell (2018a; 2018b; 2019c) discute a possibilidade do ensino de fragdes por
meio da perspectiva da medicdo, utilizando as barras Cuisenaire. Ele defende que a
introducdo ao ensino de fragdes deve ser realizada com a interpretacdo das fragdes como
medida, compreendida como uma relacdo de comparacdo multiplicativa entre
quantidades. A utilizacdo das barras Cuisenaire para a instrucdo de fracGes vai ao
encontro da argumentacdo de Caraca (1989) para a solugdo do problema citado na Figura
1, possibilitando ao estudante escolher a unidade, comparar com a unidade e expressar 0
resultado dessa comparagdo por meio de um numero.

Powell realizou pesquisa baseada na perspectiva da medicao utilizando o material
Cuisenaire e um modelo instrucional denominado: Modelo 4A-Instrucional. Esse Modelo
consiste em quatro fases de implementacdo de uma abordagem pedagégica, a
subordinacdo do ensino da matematica ao aprendizado dos alunos utilizando barras
Cuisenaire (POWELL, 2018b). Nesta abordagem, segundo o autor, uma unidade
instrucional é muitas vezes mais longa do que uma Unica reunido de classe. A sequéncia
consiste em uma sucessdo coerente e flexivel de tarefas destinadas a capacitar os alunos
a educar sua consciéncia sobre as ideias de um tépico matematico.

A pesquisa foi realizada com alunos do 2° Ano do Ensino Fundamental (8-9
anos), sem instrucao prévia em fracfes, em uma escola urbana de desempenho baixo, em
uma comunidade economicamente deprimida, em New Jersey, nos EUA. Segundo o
autor, ao término das sessdes, 0s alunos:

[...] foram capazes de adquirir, apropriar e articular a linguagem
matematica para descrever e registrar com notagcbes matematicas as propor¢des
percebidas entre dois comprimentos de barras de Cuisenaire e responder de
forma flexivel e correta em situagdes ndo ensaiadas de comparagdo

multiplicativa de duas barras sem a presenca fisica das barras de Cuisenaire.
Sabendo como as magnitudes das hastes se comparam. Para criar estas
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afirmacGes matematicas, os alunos evocavam e manipulavam suas imagens
mentais das barras de Cuisenaire (POWELL, 2019b, p. 12).

Desta forma, Powell (2019a) defende que o ensino de fracdes deva iniciar pela
perspectiva da medicdo, pois relaciona as fracdes com suas origens historicas, e desta
maneira restabelece suas raizes ontoldgicas; supera as dificuldades conceituais
apresentadas pela concepgdo dominante parte-todo; ajuda a conceber um quociente de
dois numeros naturais como uma magnitude holistica e se conecta naturalmente com
atividades elementares precoces em torno de medi¢des ndo padronizadas e padronizadas.

Powell (2019c¢) discute que a origem das fracGes ndo é filosofica, e sim cultural.
Estd baseada no entendimento da pratica social humana de comparar ou medir
quantidades continuas ha mais de quatro milénios.

Mais especificamente, surgiram fragdes a4 medida que os
individuos queriam saber, por exemplo, a extensdo de uma distancia d,
em comparac¢do com uma unidade de medida u. Existem dois casos. Ou

d é igual a um multiplo exato de u., ou ndo, 0 que ocasiona a
necessidade de nimeros fracionarios (POWELL, 2019c, p. 703).

Para ilustrar o primeiro caso utilizando as barras Cuisenaire, Powell (2019c) usa
como exemplo a barra vermelha e a marrom. Ao utilizar a barra vermelha como unidade
de medida é possivel afirmar, lendo da esquerda para a direita, que o comprimento de
uma barra marrom é igual ao comprimento de quatro barras vermelhas. Segundo Powell
(2019c, p. 705), “esta afirmacdo revela uma relagdo comparativa entre as duas
quantidades, barras marrons e vermelhas. A relacdo é multiplicativa, pois quatro barras

vermelhas sdo iguais a uma barra marrom”.

Figura 6 - (a) A barra marrom € igual a quatro barras vermelhas. (b) A barra vermelha é
um quarto da barra marrom. (c) Trés barras vermelhas sdo trés-quartos da barra marrom

(b)

Fonte: Powell (2019c, p.705).

(a) (c)
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No entanto, ao utilizar o comprimento da barra marrom como unidade de medida,
lendo da esquerda para a direita, 0 comprimento de uma barra vermelha € um quarto do
comprimento de uma barra marrom (Figura 6 (b)); ou ainda, o comprimento de trés barras
vermelhas é trés quartos do comprimento de uma barra marrom (Figuraé (c)).
Continuando com o padrdo, poderiamos afirmar que o comprimento de seis barras
vermelhas é seis quartos do comprimento de uma barra marrom, chegando, desta maneira,
de uma forma natural as tdo incompreendidas fracdes impréprias.

Powell explica que cada barra Cuisenaire pode ser expressa por uma letra, por
exemplo, vermelho v e marrom m, podendo, assim, as declaracbes verbais serem
representadas simbolicamente, usando notacdo matematica. Ao afirmar que o
comprimento de uma barra marrom € igual ao comprimento de quatro barras vermelhas,

pode-se escrever m = 4v, ou ao informar que a barra vermelha medida por barras
;. 1
marrons € igual a um quarto, podemos escrever %z -+ Importante observar que, ao

representar simbolicamente essas relagdes, introduz-se a Algebra as criancas.

Em relagdo ao segundo caso citado por Powell (2019c), que desencadeou a
invencdo das fragcdes, o autor utiliza, para exemplificar, o comprimento da barra roxa
como unidade de medida para medir o comprimento da barra laranja. No entanto, como
pode ser observado na Figura 7 (a), uma barra laranja ndo mede exatamente um nimero
inteiro do comprimento das barras roxas. Surge a necessidade da utilizacdo de uma
subunidade de medida, aqui sendo a barra vermelha, pois uma barra roxa € igual a duas

vermelhas e, desta forma, ¢ possivel medir a barra laranja (Figura 7 (c)). A “notagdo

Lt , 1 1 . s ;.
matematica é: [ = 2 Xr+-Xr, [=2 X1 +=>X7o0U jaque cada barra roxa € igual a

duas barras vermelhas, esta: [ = g X r” (POWELL, 2019c, p. 707).

Figura 7 — Medir o comprimento da barra laranja tendo a barra roxa como a unidade de
medida
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(a) (b) (c)

Fonte: Powell (2019c, p. 707).

Qualquer barra pode ser utilizada como unidade de medida para determinar a
porcdo do comprimento da outra. De forma geral, Powell (2019c, p. 708) escreve:
Se d néo for igual a um multiplo exato de u , poderé existir uma

subunidade da medida v, de modo que d seja igual a exatamente m
subunidades de v, isto é, d =m X v; e u é igual a exatamente n

. . . . 1
subunidades de v, ou seja, u = n X v, 0 que implica que v = —Xu.
~ 1 - , .
Como d = m X v, entdo d =mX—Xu; isto €, d =%Xu. Assim, a
distancia d € igual a raz&o m enésimos (ou m um-enésimo) da unidade
de medida u, onde % ¢ uma fragcdo. Essa expressdo—d = % X

u— representa uma comparacdo multiplicativa entre as duas
quantidades mensuraveis d e u.

O autor (2018b) cita quatro vantagens da epistemologia proposta no conhecimento
de fracdo por meio da perspectiva de medicao:

1) Relacionar frag6es com suas origens histéricas e, como tal, restaurar suas raizes
ontoldgicas;

2) Superar as dificuldades conceituais documentadas da concepcéo de fragoes
tradicional dominante parte/todo, como o ato de medir desafia a sequéncia instrucional
atual que coloca nimeros mistos no final do aprendizado de fracdo e faz com que as
fracdes tenham consequéncias proprias de comparac@es multiplicativas entre pares de
quantidades;

3) Ajudar a conceber um quociente de dois nimeros naturais como uma magnitude
holistica; e

4) Mitigar a chamada base do nimero inteiro ou natural.

Os resultados da pesquisa realizada por Powell (2018b) evidenciam que o ensino
de fragcOes pode ser iniciado pela perspectiva da medicdo. No entanto, sdo necessarios

estudos empiricos que esclarecam qual o potencial do material Cuisenaire na
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aprendizagem de fragdes na perspectiva de medicdo para alunos que ja& tiveram,

previamente, instrucdo formal de fragfes em outra perspectiva.

Afinal, qual é a interpretacéo indicada para a introducédo do conceito de fracao?

ApOs constatar a discrepancia nos resultados do desempenho matematico do
Programa de Avaliacdo Internacional de Estudantes (PISA) nas Ultimas trés edicoes
(2012, 2015 e 2018), dos estudantes brasileiros, estadunidenses e japoneses, em que 0S
brasileiros ocuparam o ultimo lugar, os americanos uma posi¢cdo intermediaria e 0s
japoneses alcancaram o primeiro lugar, Souza e Powell (2021) investigaram as razfes
desses resultados realizando uma analise das séries do livro didatico de matematica mais
utilizado em cada um dos respectivos paises nas séries em que sdo abordadas as fracoes.
Em relacdo as interpretacdes de fracdes, os autores afirmam que, no Brasil e nos Estados
Unidos, concentra-se a interpretacdo parte-todo, e a abordagem é procedimental,
enquanto nos livros didaticos japoneses predomina a interpretacdo da medida como uma
iteracdo de fracGes unitérias e parte-todo, e a abordagem é conceitual. Os autores
concluem que “a abordagem de fracGes dos livros japoneses parece estar mais proxima
do que recomenda a comunidade cientifica de Educacdo Matematica e este pode ser um
importante diferencial que explique parte dos resultados no PISA” (SOUZA; POWELL,
2021, p. 78).

Como ja citado anteriormente, Kieren (1976) ressaltou a importancia de os
estudantes terem a possibilidade de ser instruidos nas diferentes interpretacdes de fracoes,
pois dessa maneira seriam capazes de compreender os aspectos algébricos que sdo
intrinsecos aos conceitos de nimeros racionais, ao grupo dos quais as fragdes pertencem.
Ja Lamon (2012, p. 14) ¢ enfatica ao afirmar que todas as interpretagdes “estdo em pé de
igualdade”, referindo-se a, geralmente, o significado comparacdo de parte-todo ser o
Unico utilizado na instrucdo de fracBGes, e que essa restricdo acaba trazendo sérios
prejuizos aos estudantes.

Em pesquisa recente, Graca, Ponte e Guerreiro (2021), refor¢cando a afirmagéo de
Lamon (2012), concluem que os alunos devem ter a oportunidade de ser confrontados
com todos os significados (parte-todo, quociente, operador e medida), ndo somente a uma
abordagem de fragdes centrada na relagédo parte-todo. Segundo os autores,
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Cada significado proporciona determinados conhecimentos que s&o
importantes para os alunos pelo que restringir o aluno a apenas a alguns
significados dificulta a sua capacidade de construir um conhecimento mais
abrangente (GRACA; PONTE; GUERREIRO, 2021, p. 711).

No entanto, € evidente que ndo é oportunizada, aos estudantes brasileiros e de
muitos paises, a instrucdo de fracbes com todos os significados, ficando restrita,
principalmente na introducdo das fracGes, somente ao significado parte-todo. Quanto a
interpretacdo como medida, acreditamos que o fato de os livros didaticos ndo trazerem
essa interpretacdo pode ser um motivo para os professores também desconhecerem tal
interpretacdo, além de ndo ser discutida esta e outras interpretagdes de fracdes na
formacdo académica e continuada.

Pelos resultados apresentados nas pesquisas apresentadas e nos estudos que
realizamos, acreditamos que a introducdo de fragdes deve ser realizada pelo significado
medida, inicialmente como uma relagdo de comparagdo multiplicativa entre quantidades,
e depois como ponto na reta numeérica, favorecendo, desta forma, a compreensao dos

numeros fracionarios pelos estudantes.
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