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Resumo

Neste artigo de cunho teérico, tecemos reflexdes a respeito das trés dimensdes (epistemoldgica, econdmica
e ecoldgica) do problema didatico de nimeros racionais na forma fracionaria, em razdo da importancia do
ensino dessa unidade de conhecimentos matematicos desde as séries iniciais do Ensino Fundamental. Para
a realizagdo deste estudo, tomamos como referéncias a Teoria Antropoldgica do Didatico para evidenciar
a razdo de ser de namero fracionario que leve o professor a construir um novo saber-fazer a partir da
mobilizacdo das Organizagdes Matematicas resultantes do estudo das trés dimensdes do problema didatico
do referido objeto matemético. O estudo da dimensdo epistemoldgica permitiu construir um Modelo
Epistemoldgico de Referéncia — MER- composto por trés modelos secundarios: M1 — associado a
concepcdo de medida, M, — associado & concepgdo de quociente e M3 — associado a concep¢do de razéo.
Esses modelos orientam o desenvolvimento de conhecimentos a respeito de medida, de distribuicéo e de
comparacdo que sao oriundos de situacBes que mobilizam, prioritariamente, essas concepc¢des e que, para
serem resolvidas implicam diretamente na mobiliza¢do da concepc¢éo parte-todo e, talvez, da concepcao de
operador. Quanto a dimensdo econdmica, observamos que as habilidades definidas pela BNCC para a
apropriacdo de racionais na forma fracionaria, embora evoquem situacdes que propusemos em nosso MER,
n&o percebemos o foco em situacgdes significativas que conduziriam o aluno a entender a necessidade desse
novo campo numeérico. No que diz respeito a dimenséo ecoldgica, a BNCC parece evidenciar um dos nichos
de nameros racionais que participam da sobrevivéncia da proporcionalidade, por exemplo. Mas algumas
das restricoes que podem dificultar e/ou impedir a justificagdo de tarefas sobre nimeros fracionarios sao os
desafios que os professores devem enfrentar no design de tipo de tarefas (e de tarefas) que permitam aos
alunos alcangar as competéncias ¢ habilidades relacionadas com a unidade tematica “Numeros”, em
especial com o objeto de conhecimento “numeros fracionarios”. No final deste estudo, propusemos um
Modelo Praxeoldgico Matemético de Referéncia desenhado a partir de nosso MER, em que sugerimos o
trabalho com os trés modelos secundérios, apoiando-se na construcdo de organizagdes didaticas que
considerem as organizagfes matematicas desses modelos.

Palavras-chave: Dimensfes de um problema didatico; NUmeros racionais; Teoria Antropoldgica do
Didatico.
Abstract

In this theoretical article, we reflect on the three dimensions (epistemological, economic, and ecological)
of the didactic problem of rational numbers in fractional form, due to the importance of teaching this unit
of mathematical knowledge since the early grades of Elementary School. To carry out this study, we used
the Anthropological Theory of Didactics as references to highlight the reason for being of a fractional
number that leads the teacher to build a new know-how from the mobilization of Mathematical
Organizations resulting from the study of the three dimensions of the didactic problem of that mathematical
object. The study of the epistemological dimension allowed the construction of an Epistemological
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Reference Model - MER- composed of three secondary models: M1 - associated with the concept of
measurement, M2 - associated with the concept of quotient and M3 - associated with the concept of reason.
These models guide the development of knowledge regarding measurement, distribution and comparison
that come from situations that primarily mobilize these concepts and that, to be resolved, directly imply the
mobilization of the part-whole concept and, perhaps, of the concept operator. As for the economic
dimension, we observed that although the skills defined by the BNCC for the appropriation of rationals in
fractional form evoke situations that we proposed in our MER, we do not perceive the focus on significant
situations that would lead the student to understand the need for this new numerical field. Regarding the
ecological dimension, the BNCC seems to highlight one of the niches of rational numbers that participate
in the survival of proportionality, for example. But some of the constraints that can hinder and/or prevent
justification of tasks over fractional numbers are the challenges that teachers must face in designing task
types (and tasks) that allow students to achieve competencies and skills related to thematic unit “Numbers”,
especially with the object of knowledge “fractional numbers”. At the end of this study, we proposed a
Praxeological Mathematical Reference Model designed from our MER, in which we suggest working with
the three secondary models, based on the construction of didactic organizations that consider the
mathematical organizations of these models.

Keywords: Dimensions of a didactic problem; Rational numbers; Anthropological Theory of Didactics.
Introducéo

A importancia do ensino dos nimeros racionais em suas representacdes fracionaria
e decimal é inquestionavel para o desenvolvimento do aluno, tanto para sua cidadania,
quanto para seu aprofundamento na aprendizagem matematica, que tem inicio ja nas
séries iniciais do Ensino Fundamental. Uma répida procura por pesquisas que tratam do
tema mostra que tanto estudantes quanto professores ainda apontam dificuldades para
ensinar e aprender nimeros fracionarios, que ndo ocorrem apenas nas séries iniciais, mas
por toda a escolaridade basica.

De acordo com Silva (2005), uma das causas dessas dificuldades esta relacionada
ao uso dos termos fracdo, nimero racional ou numero fracionario, pois muitos autores
definem a fracdo como sendo um numero racional, mas quando tratam de outros temas,
representam numeros reais na forma fracionaria. Entendemos que no ensino béasico a
fracdo é uma representacdo possivel para nimeros complexos e expressdes algébricas e,
por isso, quando iniciamos o ensino de fraces, estamos proporcionando ao aluno
condicGes de se apropriar de um registro de representacdo que, por sua vez, possibilitara
a conceituacéo, a principio, de nimeros racionais.

Um outro ponto que interfere na compreensao da representacdo fracionaria, como

na conceituagdo de nuimeros racionais, sio os obstaculos®, de acordo com Brousseau

3 Brousseau (1983 apud ALMOULOUD, 2010, p. 133):

a) um obstaculo é um conhecimento, uma concep¢do e ndo uma dificuldade, ou uma falta de conhecimento;
b) esse conhecimento produz respostas adequadas, em um certo contexto, frequentemente encontrado;

¢) mas fora desse contexto, ele produz respostas falsas. Uma resposta correta e universal exige um ponto
de vista notavelmente diferente;
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(1983), principalmente os epistemoldgicos e didaticos. Para Silva (2005, p. 34-35), 0s
primeiros referem-se a propria representagao, “a negagao da necessidade de quantidades
fracionarias, a aceitacao das fragdes como representacao de nimeros, o conhecimento dos
naturais, a passagem do discreto para o continuo.” O conjunto dos naturais se torna um
obstaculo para a aprendizagem dos racionais, sobretudo porque nos racionais temos uma
classe de fragOes representando um ndmero, enquanto nos naturais isso ndo acontece. Os
obstaculos didaticos, relacionados diretamente ao ensino, conduzem os alunos a
compreensdes errdneas como a fragdo nao representando um nimero, mas dois naturais
em posicdo especial, um em cima e outro embaixo, ou que 0 conjunto dos nimeros
racionais é o conjunto das fragdes, 0 que se revela equivocado quando o aluno estuda as
fracdes algébricas, entre outros. O equivoco aqui € ndo perceber que o conjunto dos
racionais contém todos os nimeros que “podem” ser representados na forma fracionaria,
com numerador e denominador inteiros, mas afirmar que o conjunto dos racionais é o
conjunto das fracdes, esquecendo, inclusive, que esses nimeros também podem ser
representados na forma decimal. Assim, entendemos que no ensino fundamental podemos
tratar por numero fracionario todo elemento do conjunto dos reais ou do conjunto dos
polindmios que pode ser representado por uma classe de fracdes que preservam as
mesmas regras operatorias.

Hé ainda que considerar a escolha das situacdes que conduzam o aluno a construir
significado para a representacdo fracionaria e para a conceituacao dos numeros racionais.
Por mais que o ensino esteja em busca de usar situacGes além das que envolvem a
concepcéo parte-todo, ela ainda é prioritaria e, conduz o aluno a continuar utilizando os
nimeros naturais quando faz a contagem das partes. E necessario buscar situaces que
mostrem a razdo de ser desses numeros, ou seja, situacdes de medicao, de distribuicdo e
de comparagédo, que envolvem as concepcOes de medida, quociente e razdo e que
conduzem a concepc¢édo de parte-todo para serem realizadas e a concepcao de operador

provocada pelos calculos.

d) além disso, esse conhecimento resiste as contradices com as quais ele é confrontado e ao
estabelecimento de um conhecimento novo. Ndo basta possuir um conhecimento novo para que 0
precedente desapareca (€ o que diferencia o transpor de obstaculos da acomodacédo de PIAGET); é, entdo,
indispensavel identifica-lo e incorporar a sua rejei¢édo no novo saber;

e) depois da tomada de consciéncia de sua inexatidéo, ele continua a manifestar-se de modo intempestivo

e obstinado.
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Neste artigo de cunho teorico, tecemos reflexdes a respeito das trés dimensoes
(epistemoldgica, econémica e ecoldgica) do problema didatico de nimeros racionais, na
forma fracionaria, em razdo da importancia do ensino dessa unidade de conhecimentos
matematicos desde as séries iniciais do Ensino Fundamental. Para a realizacdo deste
estudo, tomamos como referéncias a Teoria Antropoldgica do Didatico -TAD - para
evidenciar a razdo de ser do numero fracionério.

O estudo da razdo de ser de contedos matematicos, que advém de estudos
epistemoldgicos, é proprio da TAD que, de acordo com Silva (2005), defende um sistema
didatico que interrompa a pratica mecanizada instituida que ocorre “pelo abandono de
problematicas didaticas que poderiam ser provocadas por situacdes que levem o professor
a construir um novo saber-fazer (p. 40), que mobilizem Organizacdes Matematicas — OM
resultantes do estudo das trés dimensdes de um problema didatico dos nimeros racionais
em sua representacdo fracionaria, que apresentaremos no que segue, apds algumas ideias
da Teoria Antropoldgica do Didatico que sustentam este estudo. Apresentamos também
as dimensdes de um problema didatico formalizadas por Gascén (2011) para explicitar

o0s problemas de investigacdo em Didatica das Matematicas, apoiando-se na TAD.

A Teoria Antropologica do Didatico e as trés dimensdes de um problema
didatico

Nesta parte, em primeiro lugar, tecemos algumas reflexdes a respeito da Teoria
Antropolégica do Didatico (TAD) e, na sequéncia, das trés dimensdes (epistemoldgica,

econbmica e ecoldgica) de um problema didatico que norteardo nosso estudo.

A Teoria Antropoldgica do didatico

A TAD proposta por Chevallard (1997, 1999, 2002b) entende o conhecimento
matematico como uma atividade humana de estudo de tipos de problemas, que identifica
dois aspectos, um bloco préatico (saber-fazer), formado por tarefas problematicas de certo
tipo e por técnicas utilizadas para resolvé-las, que sdo justificadas por um bloco de saber,
que ¢é identificado por um discurso que justifica e interpreta o bloco préatico. Assim, tipos
de tarefas, técnicas, tecnologias e teorias sdo a base desse modelo antropolégico para a
atividade matematica, que sdo chamados de organizacdes ou praxeologias matematicas.
A praxeologia matematica mais elementar é chamada de pontual, e se refere a um Unico

tipo de tarefa, uma praxeologia mais ampla, formada por vérias organizacgdes pontuais, é
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chamada de organizacéo local, e se refere a uma mesma tecnologia, e as regionais, que se
referem a uma mesma teoria.

As nocoes de (tipos de) tarefa, (tipos de) técnica, tecnologia e teoria modelam as
praticas sociais em geral e, em particular, a atividade matematica. Para Chevallard,
podemos analisar qualquer prética institucional sob diferentes pontos de vista e de
diferentes maneiras, em um sistema de tarefas relativamente bem delineadas, cujo
cumprimento deriva do desenvolvimento de uma técnica (uma maneira de fazer). Para o
autor, a relacéo institucional que se estabelece entre uma instituicdo I (aluno, professor,
...) e um objeto O depende das posi¢des que as pessoas ocupam nessa instituicdo e do
conjunto de tarefas que devem cumprir usando determinadas técnicas. Segundo
Chevallard (1992, p. 127),

um objeto existe a partir do momento em que uma pessoa X ou uma instituicdo
I 0 reconhece como existente (para ela). Mais precisamente, podemos dizer
que o objeto O existe para X (respectivamente para I) se existir um objeto, que
denotarei por R (X, O) (respectivamente RI (O)), a que chamarei relagdo
pessoal de X com O (respectivamente relacdo institucional de I com O).

O problema de delimitar tarefas em uma prética institucional varia de acordo com
0 ponto de vista da instituicdo onde se desenvolve a pratica ou de uma instituicdo externa
que observa a atividade para descrevé-la com um objetivo preciso. Por esta razdo, nossa
pesquisa focaliza o estudo das relagcbes de diferentes instituicbes com o numero
fracionario, a partir dos resultados da investigacdo das dimensGes de um problema
didatico.

Bosch e Chevallard (1999) afirmam que a existéncia de uma técnica (legivel e
justificavel) em uma instituicdo que a reconhece, é uma condi¢cdo minima para permitir
seu controle e garantir a eficacia das tarefas feitas que, geralmente, supdem a colaboragédo
de vérios atores. “Essas condigdes e restricdes ecoldgicas implicam entdo a existéncia de
um discurso descritivo e justificativo das tarefas e técnicas que chamamos de tecnologia
da técnica” (p.6) que, por sua vez, precisa tambem de uma justificacdo, que chamaram a
teoria da técnica, ou seja, uma pratica humana no interior de uma institui¢éo esta sempre
acompanhada de um discurso, mais ou menos desenvolvido, de um logos que a justifica,
a acompanha, e que lhe da razéo.

Para Chevallard (2002a) um “saber-fazer”, identificado por uma tarefa e uma
técnica, ndo é uma entidade isolada, porque toda técnica, em principio, exige uma

justificativa, isto ¢, um “discurso 16gico” (logos) que lhe da suporte, chamado de
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tecnologia, que vem descrever e justificar a técnica como uma maneira de cumprir
corretamente uma tarefa.

Um saber diz respeito a uma organizagdo praxeologica particular, que Ihe permite
funcionar como uma maquina de producdo de conhecimento. Para Bosch, Fonseca e
Gascon (2004), a reconstrucdo institucional de uma teoria matematica requer elaborar
uma linguagem comum que permita descrever, interpretar, relacionar, justificar e
produzir as diferentes tecnologias da Organizacdo Matematica Local (OML) que
integram uma Organizacdo Matematica Regional (OMR).

As praxeologias (ou organizacgdes) associadas a um saber matematico sdo de duas
espécies: matematicas ou didaticas. As organizacbes matematicas dizem respeito a
realidade matematica que pode ser construida para ser desenvolvida em uma sala de aula,
e as organizacOes didaticas a maneira de fazer essa construcdo; o que implica na
existéncia de uma relagcdo entre os dois tipos de organizacdo que Chevallard (2002b)
define como fenbmeno de codeterminacdo entre as organizagdes matematica e didatica.

Em um processo de formacdo de saberes/conhecimentos, as praxeologias
envelhecem, pois seus componentes tedricos e tecnoldgicos perdem seu crédito. Em uma
determinada instituicdo | surgem, muitas vezes, novas praxeologias que podem ser
produzidas ou reproduzidas se elas existem em alguma institui¢do I’. A passagem da
praxeologia da instituicdo I para a institui¢do I’ é chamada por Chevallard (2002a) de
Transposicao Didatica quando a instituicao de destino é uma instituicdo de ensino (escola,
classe etc.).

Os estudos dessas trés dimensdes de um problema didatico sdo fundamentais para
se propor qualquer modificacdo nas OD desenvolvidas no ensino dos nimeros racionais

em sua forma fracionéria.

As trés dimensdes de um problema didatico

As trés dimensdes basicas ou fundamentais foram introduzidas por Gascon (2011)
para explicitar os problemas de investigacdo em Didatica das Matematicas, apoiando-se
na TAD. Essas dimensdes sdo: a epistemolodgica, que situa aquilo que é matematico no

coragdo do problema; a econémica* ou econémico-institucional, que despersonaliza a

40 termo economia é usado como uma acepgao que propde Molier (2007, p. 1098), em que se faz referéncia
a economia de um organismo (ou sistema complexo qualquer), para referir-se a coordenagdo de
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problematica didatica e delimita a unidade minima de analise dos processos de estudo, e
a ecologica, que destaca as condi¢des necessarias para que o estudo institucionalizado de
matematica seja possivel e apresenta de maneira manifesta as restricdes de todo tipo que
incide nesse estudo. Para o estudo dessas dimensdes, apoiando-se na TAD, Lucas,
Fonseca, Gascon, Casas (2014) afirmam que o principal objetivo reside em criar possiveis
razdes de ser das Praxeologias Matematica— PM, de tal forma que seja possivel responder
a certas questdes, como por exemplo: que razdes historicas motivaram a construcdo de
uma determinada PM? A que situacbGes problematicas podem responder a PM? Que
situagdes novas podem aparecer? Que problemas a PM vem resolver que as PM estudadas
anteriormente ndo permitiam, ou seja, quais séo as vantagens em estudar a referida PM?

Para Gascon (1999), um problema didatico pode surgir de inquietacbes docentes
guanto ao gque ensinar, Como ensinar e porque ensinar um contedo matematico, que ndo
é suficiente para ser considerado como uma dimensdo do problema didatico. Para ser
assim considerado, é necessario que se acrescente pelo menos a dimenséo epistemoldgica,
que busca a razdo ou raz@es de ser de um determinado saber matematico, por um estudo
historico que busca seu desenvolvimento. Esse estudo conduz a elaboracédo de um Modelo
Epistemoldgico de Referéncia— MER provisério, que seré utilizado como parametro para
estudo e analise do conteddo pretendido. De acordo com Barquero, Bosch e Gascon
(2013, p. 5), o MER “¢ o instrumento com que o didata pode desconstruir e reconstruir
as praxeologias cuja difusdo intrainstitucional e interinstitucional pretende analisar” que
permite questionar a forma como as instituicGes interpretam o saber matematico. Para
Gascon (2011), o didata deve explicitar “um MER relativo ao ambito da atividade
matematica que esta em jogo em tal problema [...] de alcance local ou regional [...] em
termos de organizacdes praxeoldgicas ou praxeologias.” (p. 211).

Para Almouloud (2010, p. 156), a analise epistemol6gica tem por base o
desenvolvimento historico que permite identificar as diferentes formas de concepcdes de
um determinado objeto matematico que poderdo favorecer a analise didatica.

Para estudar os fatores relacionados aos processos de ensino e de aprendizagem de
matematica, faz-se necessario considerar a natureza dos objetos matematicos e tecer

reflexdes sobre o papel da atividade humana.

componentes (ou subsistemas) que intervém em seu funcionamento (apud Barquero, Bosch, Gascén, 2013,
p. 15)
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Barquero, Bosch e Gascon (2013) indicam que a dimenséo epistemoldgica se faz
importante e presente em todo e qualquer problema didatico, em nosso caso, “como

ensinar niamero fracionario”, em gque buscamos entender:

o a amplitude do &mbito matematico para situar nosso problema didatico;

o 0s tipos de problemas oriundos da problematica;

o as tentativas de abordar e até mesmo solucionar tal problemaética;

. as razoes de ser desse objeto matematico e da problematica do seu ensino.

O entendimento desses aspectos permite vislumbrar o modelo epistemoldgico de
referéncia do objeto matematico em estudo.

Além dessas questdes, sugerimos 0 apoio nas seguintes questbes (adaptadas de
Barquero, Bosch e Gascdn (2013)) para o estudo dessa dimensao:

Q1: Como o numero fracionario pode ser descrito por meio de um modelo
epistemoldgico de referéncia (MER) compativel com o modelo epistemolégico geral da
atividade matematica proposta pela TAD?

Q2: Quais caracteristicas diferenciais (em relacdo aquelas usualmente encontradas
na literatura) a TAD atribui as praxeologias relacionadas aos numeros fracionarios?

Q3: Qual é a amplitude do campo matematico mais apropriado para planejar o
problema didatico de nimero fracionario? Quais as questdes e tarefas matematicas
pontuais, areas da matematica escolar ou matematica escolar, relacionadas com 0s
nameros fracionarios?

A outra dimensdo é a econdmico-institucional, que trata da gestdo didatica e, de
acordo com Mineiro (2019, p. 24), “inclui as questdes ligadas as contingéncias
institucionais, as regras (nGmos) que afetam o desenvolvimento de atividades ligadas ao
estudo da matematica nessas instituicdes (oikos)”, referindo-se a etimologia da palavra
economia. Para Gascéon (2011), nela se estudam, em uma determinada instituicdo, a
organizacao e o funcionamento das OM e das Organiza¢des Didaticas — OD envolvidas
no problema didatico. Para o autor, na TAD ndo hé o estudo de fenbmenos ou problemas
didaticos que se referem a uma relacdo pessoal porque ela esta determinada e pode ser
explicada a partir da relacao institucional.

O estudo da dimensdo econémica visa a responder a seguinte pergunta: como as
praxeologias relacionadas aos nimeros fracionarios se comportam em uma determinada

instituicio, BNCC, Parametros Curriculares, livros didaticos etc.? Nessa dimensao,
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precisamos estudar as questBes relativas as condi¢cdes que regulam a organizacdo e o
funcionamento de tais praxeologias na instituicdo de referéncia, ou seja, as questoes
relativas ao sistema de regras, principios e leis (normas) que regem a vida institucional
dela.

A dimensdo ecoldgica, de acordo com Gascén (2011), inclui as dimensdes
epistemoldgica e econémico-institucional, porque se preocupa com o estudo da ecologia
institucional das praxeologias matematicas e didaticas. Esse estudo busca explicar por
que as OM e OD séo como sdo e quais condicdes e restri¢des institucionais favorecem ou
impedem modificacfes que podem ser determinadas pela qualidade do material didatico
utilizado na instituicdo, pelos saberes de alunos e professores, recursos tecnolégicos, e
tempo para o estudo. Assim, de acordo com o autor, “é preciso considerar restricoes e
condi¢des impostas nas praxeologias em todos 0s niveis de codeterminacdo didatica,
desde os mais genéricos, como a sociedade e a civilizacdo, aos mais especificos, como o
tema e a questdo matematica concreta” (p. 217). Acrescenta que esses niveis propdem
uma hierarquia entre as OM e as correspondentes OD, e que cada um deles determina “a
ecologia institucional das OM e das OD tanto pelos pontos de apoio que oferece, quanto
pelas restricdes que impde” (p. 217).

Esses niveis propostos por Chevallard (2001): Civilizacdo <-> Sociedade <->
Escola <-> Pedagogia <-> Disciplina <-> Area <-> Setor <-> Tema <-> Quest&o orientam
0 estudo em uma instituicdo, observando que toda questdo em estudo faz parte, no nosso
caso, do tema nimeros racionais em sua forma fracionaria, que se insere no setor nUmeros
racionais, que por sua vez se insere na area NUmeros da disciplina de Matematica. Os
niveis superiores, mais genéricos, civilizacdo ocidental, sociedade brasileira, escola
basica e pedagogia, em geral monumentalista, afetam diretamente o que ocorre na
disciplina e nos niveis inferiores a ela. Para Chevallard (2013), essa pedagogia segue um
paradigma classico de visita a monumentos do conhecimento que devem ser visitados na
escola, consequéncia de uma tradicdo e de reformas frenéticas. Para o autor, 0s
conhecimentos sdao divididos em pequenas partes, que se apresentam “como um
monumento com valor em si mesmo, que 0s estudantes devem admirar e desfrutar,
embora ndo saibam quase nada de suas razdes de ser, nem atuais, nem do passado” (p.
164).
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A dimensdo econdmica-institucional permeia a dimenséo ecoldgica, uma vez que o
“nascimento”, a ‘“vida” e a possibilidade de “falecimento” e/ou ‘“ressurgimento”,
prescindem das condicBes econdmicas. Nesta perspectiva, a dimensao ecologica, dentre
outros fatores, deve evidenciar (adaptado de Gascon, 2011; Barquero, Bosch e Gascon,
2013):

a) 0s @mbitos institucionais considerados;

b) as instituicdes envolvidas e as maneiras como descrevem e interpretam 0s
nameros fracionarios;

Cc) as praticas matematicas existentes nas instituicbes envolvidas relativas aos
nameros fracionérios;

d) os modelos epistemoldgicos da matematica envolvida no seio das instituicdes;

e) as dificuldades que surgem ao se tentar modificar as OD em uma determinada
instituicao.

Essas evidéncias permitem, por exemplo, situar, em termos da Didatica da
Matematica, os habitats e nichos dos numeros fracionarios no ecossistema do sistema
educativo brasileiro. Os habitats sdo os ambientes conceituais (componentes curriculares,
livros didaticos, por exemplo) onde os nimeros fracionarios se encontram e vivenciam
suas praticas. Os nichos, por sua vez, contemplardo as suas funcionalidades e
praxeologias, que se evidenciam pelas praticas que, em relacdo a um objeto de ensino, se
distinguem em um dado habitat de um certo ecossistema, interagindo com os demais
nichos.

Para estudar as dimensdes econdmicas e ecoldgicas da problematica didatica, o
pesquisador (ou professor) usa inevitavelmente - como referéncia - um modelo (que pode
ser implicito) das praxeologias matematicas que estdo em jogo, isto €, um modelo
epistemoldgico de referéncia (MER) do campo da atividade matematica em questdo.
Quando falamos de modelo epistemologico de referéncia, referimo-nos a formas de
interpretar e descrever um campo conceitual de um objeto matematico (tema) que
pertence a um setor e a uma area que € predominante nas instituicbes escolares, mas
também na noosfera e nas instituicdes que produzem conhecimento matematico.

Assim, 0 MER € o instrumento com o qual o didata pode desconstruir e reconstruir
as praxeologias cuja divulgacéo intrainstitucional e interinstitucional pretende analisar, e

é essencial para estudar o conhecimento matematico antes de ser transformado para ser
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ensinado. Quando o MER ¢ aberto e explicitamente exposto a critica e ao contraste
empirico, ele constitui um instrumento de emancipacéao (da didatica e ciéncia didatica) no
que diz respeito ao modelo epistemoldgico dominante na instituicdo (Gascon, 2014).
Em coeréncia com este MER e com base nele, o formador (ou pesquisador) utiliza
(e, eventualmente, constr6i) um modelo didatico do que significa «aprender»

conhecimentos matematicos do referido campo, em nosso caso, 0s numeros fracionarios.

Estudo da dimenséo epistemoldgica

Faremos o estudo dessa dimensdo baseando-nos no estudo realizado por Silva
(2005) a respeito da génese dos numeros fracionarios. A autora mostra que uma das
primeiras razdes de ser desses numeros se apresenta na antiguidade, com a necessidade
de medicOes de terras pelos administradores do Estado (Egito). Esta necessidade levou
cada sociedade a escolher diferentes unidades de medida e de representacdes para 0s
resultados das medicdes desde a antiguidade, até uma tentativa de unificacdo com a
introducdo da unidade metro como medida de comprimento, no século XIX.

Uma primeira consequéncia da medigdo foi a necessidade da diviséo das unidades
de medida para que a prépria medicdo pudesse ocorrer, ou seja, seria necessario conceber
a parte de um todo, pois a busca por unidades que resultassem em um ndmero inteiro se

mostrou impossivel. Desde 0s egipcios, que elaboraram uma tabela para converter fragoes

do tipo 110 em soma de fracionarios unitarios, a medicdo provocou a necessidade de

registros para seus resultados, de célculos com esses resultados, além da busca por
generalizacGes para calculos de medidas como areas e volume.

Outra consequéncia do desenvolvimento das fracGes foi o0 surgimento de situacbes
que tratavam do calculo de valores desconhecidos, ainda na antiguidade, bem como de
métodos como a falsa posicdo, por divisdo ou por inversdo como técnicas que as
resolviam. A necessidade do céalculo de medidas de areas, volumes, capacidades e tempo
evoluem para o aperfeicoamento das técnicas e a busca de generalizagdes que implicam
0 desenvolvimento de um discurso tecnologico-tedrico para as justificarem.

Além disso, muitas situacbes mobilizavam ainda a concepc¢do de operador, como
por exemplo, o problema 24 do papiro de Rhind, “uma quantidade, % desta adicionada a

esta, fica 19” (SILVA, 2005, p. 72). Ha ainda situagdes, desde a antiguidade, que

associam a situacdes de medicao a concepcao de razdo como comparacdo de grandezas,
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por exemplo, para verificar a qualidade de pées no Egito, como o problema 69 do papiro
de Rhind, “3 + % hegats de farinha sdo transformados em 80 pées. Descubra a quantidade

de farinha em cada pao e o “pesu”” (p. 80), e problemas financeiros que tratam de juros,

como o problema 20 dos Nove Capitulos da China, “a soma de 94 niskas foram

A . 1 3 1 .
emprestadas em trés partes com um juro de ETTRET obteve-se um lucro igual de cada

uma das partes em 7, 10 e 5 meses, respectivamente. Diz matematico a quantidade de
cada parte” (p. 82).

Além das préaticas de medi¢es, outras situacdes que aparecem desde a antiguidade
sdo as que tratam de distribuicdo de bens e herancas que levam ao desenvolvimento da
concepcdo de quociente para numeros fracionarios. E o caso, por exemplo, deste
problema dos Nove Capitulos da China (entre 200 e 100 a.C.), “cada trabalhador tem uma
cota de inverno pelo seu trabalho de 444 chi [cUbicos]. Diz quantos trabalhados sdo

precisos? Solucdo: 6 % trabalhadores” (p. 83), que pode ser questionado por se tratar de

uma grandeza discreta, que deveria ter uma resposta por nimero inteiro e ndo fracionario.

Cabe salientar que as representacdes fracionarias ndo eram consideradas nimeros,
por muito tempo os numeros eram sé 0s naturais, mas de acordo com Boyer (2001, p.
52), na época de Euclides houve uma mudanca, e as grandezas foram associadas a
segmentos de retas, inclusive 0s inteiros, 0 que preservava para estes a representacao de
grandezas discretas, enquanto as grandezas continuas passavam a ser tratadas por
métodos geométricos. Por outro lado, em Os Elementos de Euclides, ele diferencia a
representacdo fracionaria da que representava uma razdo, que utilizava a: b. Tal fato pode
ser justificado pelo fato de a razdo representar a comparacdo entre grandezas que nao
necessariamente significam uma diviséo, ou seja, um nimero.

Até aqui, podemos dizer que as razfes de ser para a representacdo fracionaria séo
as necessidades de medir, distribuir e comparar, que mobilizam diretamente as
concepcOes de medida, quociente e razdo. As situacdes que tratam de medicdo e
distribuicdo, para serem resolvidas, dependem da mobilizacdo da concepcao parte-todo
para dividir a unidade de medida ou para dividir o objeto que sera distribuido. Ja as
situagdes que envolvem razBes podem ou ndo mobilizar tal concepcédo, porque é possivel
ter situacOes que envolvem apenas a comparagdo entre duas quantidades que néo pode

ser representada por uma fracdo. Além disso, as situacfes podem relacionar mais do que
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um tipo de concepcdo, além da concepcdo de operador. Podemos entdo sintetizar (Figura
1) que as necessidades de medir, distribuir e comparar conduzem ao desenvolvimento de
tarefas de medicdo, de comparacao e distribuicdo que, para serem resolvidas, necessitam
de formas de representar seus resultados e de calculos. Tais necessidades conduzem a
escolha de unidades de medida e ao desenvolvimento de registros de representagio® que
variaram muito nas sociedades, além do desenvolvimento de regras operatorias, tanto
para as representacdes fracionarias, quanto para valores desconhecidos como técnicas

para resolver as tarefas apresentadas.

Figura 1 — Esquema da génese historica dos nimeros fracionarios

| Necessidade de medir '4 —| Necessidade de distribuir

\/

| Mecessidade de comparar
L

h

Tarefas de medicao 4—>| Tarefas de comparagao |<—>| Tarefas de distribuigao

-

| Necessidade de registrar ‘ Necessidade de calcular ‘
lt

Desenvolvimento »| Desenvolvimento de regras
de registros operatorias

¥ Y
Y

com fraciondrios "—>| com valores desconhecidos

¥
‘ Necessidade de ensino ‘
F

y
‘ concepgio de medida )1—.‘ concepgio de razio ‘1—?

F 3

— h 4 —
| concepgio de parte-todo }‘——’( concepeio de operador ‘

Fonte: Silva, 2005, p. 87

concepciio de quociente

> Um registro de representacdo, segundo Duval (1995, apud Almouloud, 2010, p. 71), € um sistema
semidtico que tem as fungBes cognitivas fundamentais no funcionamento cognitivo consciente. Nesse
sentido, os registros se diferenciam dos cédigos por serem estes funcionalmente mais limitados que os
primeiros. A diferenca entre registros e cddigos, apresentada no esquema 9, evidencia a existéncia de dois
niveis de funcionamento cognitivo: o consciente e o ndo-consciente; salienta-se que todo conhecimento
implica necessariamente a mobilizacdo desses dois niveis.
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Como consequéncia dessas necessidades sociais, torna-se imperativo ensinar como
medir, distribuir ou comparar que, desde a antiguidade com o papiro de Rhind até a
atualidade, conduzem ao desenvolvimento de Organizacdes Didaticas para mobilizar,
prioritariamente, as concepcbes de medida, de razdo e de quociente, bem como as de
parte-todo e operador.

No entanto, a representacéo fracionaria continuou a ser discutida na era moderna.
De acordo com Boyer (2001, p. 173), no século XIlI, “a barra horizontal para fragoes [...]
era usada regularmente por Fibonacci (e ja era conhecida antes na Arabia), mas somente
no século dezesseis seu uso tornou-se comum.” Para Silva (2005), Viéte, em 1579,
“utilizava uma barra vertical para separar a parte inteira da fraciondria e recomendava a
representagdo de fracionarios decimais no lugar dos sexagesimais™, j& Stevin, em 1585,
“para representar décimos, centésimos, milésimos etc. colocava em um circulo, acima ou
depois de cada digito, a poténcia de dez assumida como divisor e recomendava o sistema
posicional decimal, tanto aos nimeros fracionarios como aos inteiros” (p. 68). De acordo
com Silva (1997), em 1614, Nappier impulsionou a utilizacdo de fracdes decimais, Com
o desenvolvimento dos logaritmos. Em que representava a separacdo da parte inteira da
fracionéria por um ponto.

Assim, a representacdo fracionéria como utilizamos hoje e o sistema de numeragéo
decimal posicional construido levaram a um grande avanco da matematica. Roberval
(1602-1675) elaborou uma teoria a respeito de semigrupo ordenado de razdes de
grandezas, incluindo as frac@es no corpo dos nimeros racionais. Ele era considerado um
matematico profissional e participou da inauguracdo da Academia Francesa de Ciéncias
em 1666. O desenvolvimento do sistema métrico decimal, em 1792, adaptado ao célculo
numérico do sistema decimal posicional, substitui os sistemas de unidades arbitrarios,
incoerentes e variaveis (Silva, 1997, p. 24). De acordo com a autora, foi em 1879 que
Dedekind definiu corpo numérico, dando entdo ao conjunto dos nimeros racionais essa
estrutura algébrica e o desenvolvimento de um discurso tecnoldgico-tedrico para
justificar as técnicas utilizadas para resolver tarefas que envolvem os nimeros racionais
em sua representacdo fracionaria. No entanto, de acordo com Neyret (1995), é na obra de
Beézout, Cours de mathématiques — a I"'usage de la marine et de I"artillerie, de 1798, cuja
segunda parte trata de aritmética, que aparece, pela primeira vez, a representacdo

fracionéria tratada como nimero e com a representacao por traco horizontal.
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Vimos que grandes matematicos se recusaram a aceitar o status de ndmeros as

fracGes, mesmo apos sua sistematizacdo no século XIX. Um longo percurso também se
1 . .
percorreu para representar, por exemplo 2 Por 0,25, mesmo com o sistema decimal

posicional tendo sido desenvolvido no século XVI. Esse sistema, ja em uso, conduziu
entdo ao sistema métrico decimal, em 1792, o que facilitou, principalmente, o comércio
que vinha sendo realizado entre os diversos povos desde as grandes navegagOes. Tais
feitos conduziram ao desenvolvimento da Algebra, que veio para unificar a matematica a
partir de generalizacbes como as estruturas algébricas, e o calculo diferencial e integral
que ajudaram a entender a passagem do discreto para o continuo e do finito para o infinito.

Podemos entdo, a partir desse estudo historico, apresentar o Modelo
Epistemoldgico de Referéncia que desenvolvemos (Figura 2) para estudar as outras

dimensoes.

Figura 2: Modelo Epistemoldgico de Referéncia para a conceituagdo de NUmeros Racionais

M M.
1
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E: :::gf:: / guociente \
'y Fy
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"comparagio”
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‘ Conceito: ndmeros racionais ‘

Fonte: Adaptado de Silva, 2005, p. 97

A partir das razdes de ser definidas anteriormente, elaboramos nosso MER por trés
modelos secundarios: M1 — associado a concepcdo de medida, M2 —a concepcdo de
quociente e M3 -a concepcdo de razdo que orientam o desenvolvimento de

conhecimentos a respeito de medida, de distribuicdo e de comparacao que, por sua vez,
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advém de situagdes que mobilizam prioritariamente essas concepgdes, e para serem
resolvidas implicam diretamente a mobilizagcdo da concepcdo parte-todo e, talvez, da
concepcao de operador. Essas situacGes conduzem ao entendimento da razao de ser do
nOVo campo NuUMErico, ou seja, permitem desenvolver um significado para esses nimeros
e tem o papel, de inicio, de desenvolver um registro de representacdo semidtica, bem
como de propiciar tratamentos e conversoes de representagoes.

A partir desse modelo e dos resultados dos estudos das outras dimensdes, ao final,
proporemos um Modelo Praxeoldgico Matematico de Referéncia para o ensino de
ndmeros racionais em sua representacdo fracionaria. Focamos na conceituacdo de
ndmeros racionais, pois este € 0 primeiro conjunto numerico que mobiliza a representacao
fracionéaria no ensino fundamental, enquanto outros, como o conjunto dos polinémios,
dos nameros reais e dos numeros complexos, sdo desenvolvidos ao longo de todo o ensino

basico.

A dimensao econdmico-institucional

Como vimos no estudo da dimensdo epistemoldgica, as razdes de ser dos numeros
fracionarios se relacionam com as necessidades de medir, de distribuir e de comparar, no
entanto, a necessidade de ensinar conduz, desde a antiguidade, a uma perda dessas razdes
em favor do ensino de técnicas de calculo. No Egito os escribas, responsaveis
principalmente pela cobranga de impostos, precisavam ser preparados para sua fungéo em
escolas que teriam que elaborar “praxeologias didaticas com tarefas de diversos tipos e
técnicas que as resolvam com o intuito de ensinar 0s conhecimentos necessarios para se
formar um escriba” (Silva, 2005, p. 94), o0 que € o caso, por exemplo, do papiro de Rhind.

Vemos que o inicio do desenvolvimento da representacdo fracionaria implicou a
transposicao de técnicas da pratica para uma escola que permaneceu de acordo com as
necessidades da sociedade e de acordo com as civilizagdes oriental ou ocidental.

O desenvolvimento das sociedades para formas mais complexas de organizagéo fez
surgir os cursos de Engenharia e as Academias Militares e, consequentemente, a edigdo
de tratados para esse ensino, enquanto as grandes navegac6es provocaram o aumento do
comeércio e a instituicdo do mercantilismo. Essas necessidades passaram a dominar o
ensino da época. Os jovens iam para a escola para se tornarem, principalmente, militares.

Segundo Saito (2015), nos séculos XIV e XV houve uma tendéncia a privilegiar um
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ensino menos tedrico e abstrato “visto que a ciéncia parecia ser mais bem conhecida pelos
mecanicos e artesdos do que pelos eruditos” (p. 161). Propostas de reformas criticavam o
conservadorismo das instituices e tratados comecaram a ser escritos em linguas
regionais por aqueles que lidavam com conhecimentos praticos. Nessa época, houve uma
mudanga social “ligadas a ascensdo da burguesia e a consolidacdo das monarquias
nacionais que implicou na passagem da condig&o de mero artesdo para a de burgués” (p.
163). Por outro lado, o desenvolvimento da imprensa, no século XV, conduziu a difusao
de conhecimentos e estudos “ligados a astronomia e a musica, bem como a geometria e a
aritmética, foram impressos e divulgados entre muitos estudiosos de diferentes regifes da
Europa” (p. 164).

No Brasil, de acordo com Valente (2002), as escolas militares tiveram inicio no
século XVIII, por necessidade de defesa da coldnia, com a Aula do Terco de Artilharia
do Rio de Janeiro para os filhos de militares e de nobres. Em 1808, veio a Academia Real
dos Guardas-Marinha e em 1810, a Academia Real Militar.

Um dos livros adotados foi a obra de Bézout, Cours de mathématiques — a I"usage
de la marine et de I"artillerie, com primeira edi¢cdo publicada em 1798, com contetdos
apresentados em itens. Na primeira pagina da parte que trata de aritmética, o autor afirma

que:

3. Para se formar uma ideia exata de nimeros, é necessario primeiro saber o
que se entende por unidade.

4. A unidade é uma quantidade que se toma (arbitrariamente) para servir de
termo de comparacdo a todas as quantidades de uma mesma espécie: assim,
quando se diz, um tal corpo pesa cinco libras, a libra é a unidade; é a
quantidade a qual se compara o peso desse corpo: se poderd igualmente tomar
a oncga por unidade [...]

5. O numero expressa de quantas unidades ou partes da unidade uma
quantidade é composta. Se a quantidade é composta de unidades inteiras, 0
ndmero que a expressa se chama nimero inteiro; e se ele é composto de
unidades inteiras e de partes da unidade, ou simplesmente de partes da unidade,
entdo o numero é dito fracionario ou fracdo: trés e meio é um namero
fracionario, trés quartos é uma fracdo. (Bézout, 1833, p. 1)

Classifica ainda os niUmeros como abstratos ou concretos, caso designassem ou ndo
alguma unidade de medida. Nessa época, ndo havia sido desenvolvido 0s conjuntos
numéricos como 0s conhecemos hoje, mas vemos que Bézout se ateve as caracteristicas
da representacdo mesmo considerando, a fragdo como numero. Até o item 76, o autor
tratou dos nameros inteiros e dos decimais apresentando suas regras operatorias com

exemplos e aplicagdes. A partir do item 77 tratou das fragdes “consideradas
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aritmeticamente sdo numeros pelos quais se exprime quantidades menores que a unidade”
(p. 38), as expressou com o traco horizontal e definiu numerador e denominador
acrescentando que: “83. O numerador ¢ o denominador se chamam também, de um nome
comum, os dois termos da fracdo”. No item 90, enunciou como reduzir fragdes a um
mesmo denominador “para reduzir duas fracbes a um mesmo denominador, multiplicar
os dois termos da primeira, cada um pelo denominador da segunda, e os dois termos da

segunda, cada um pelo denominador da primeira” (p. 40). A seguir, apresentou o exemplo

~ 2 3 T 8
para as fracOes Seo multiplicando 2 e 3 por 4 para obter 5 due tem o mesmo valor que

, € depois multiplicando os termos 3 e 4 por 3 para obter 132 gue tem o mesmo valor que

Blw wiN

. Observa-se que a fragcdo nao foi considerada como um nimero, mas por dois humeros

naturais e a regra trata apenas de multiplicacao desses nimeros.

De acordo com Valente (2002), até inicio do século XIX a escola tratava de saberes
técnicos e especializados porque eram ensinados para quem quisesse prosseguir seus
estudos em areas cientificas e militares. Em 1827, foram criadas as escolas primarias
gratuitas para ensinar a ler, escrever e contar, que compreendia as quatro operacoes
fundamentais; em 1834, foram organizados os estudos secundarios, nos liceus
provinciais, porque ja existiam universidades no Brasil e, em 1837, criou-se o Imperial
Colégio Pedro |1, para servir de modelo para o ensino secundario desenvolvido em oito
séries. O colégio adotou o livro de geometria de Lacroix e o livro de aritmética de Bézout,
traduzidos para o portugués. Ha ainda o livro Eléments dAlgebre e Eléments
d”Arithmétique de Bourdon, que foi criticado por Cristiano Benedito Ottoni, em 1845, e
editado até o final do século X1X. Na introducdo aparece que:

O sinal da divisdo, que consiste em dois pontos: que se coloca entre 0

dividendo e o divisor, ou ainda, em uma barra —, acima e abaixo do qual se

coloca respectivamente o dividendo e o divisor. Assim, 24 : 6 ou 2—64 se enuncia
24 dividido por 6, ou 0 quociente de 24 por 6.

% ou a : b se enuncia a divido por b. Se diz ainda a sobre b. A notacéo % éa
mais utilizada. (Bourdon, 1897, p. 2 apud Silva, 2005, p. 92).

Percebemos que, efetivamente, o nimero fracionario recebeu outra representacéo,
provavelmente influenciado pela algebra, em que o traco fracionario foi substituido por
“dois pontos” que, por outro lado, era uma representagdo especial para razdes desde

Euclides, ainda muito utilizada em livros brasileiros até o movimento da matematica
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moderna. No entanto, ndo se definiram regras operatdrias para esse tipo de representacdo
e essas duas representacdes e a definicdo de fragdo como quociente perduram até os dias
atuais.

No entanto, o livro de Bézout foi editado, reeditado, traduzido e indicado ainda na
era contemporanea quando, em 1849, o ministro francés o indicou para a instrugao

publica, influenciado por notas que foram acrescentadas a esse livro por Reynaud, em
1812. Em uma dessas notas, representava o nimero fracionario por n% para indicar: “[...]

o quociente do numerador pelo denominador ou como expressam que a unidade foi
dividida em tantas partes iguais quantas as unidades que existem no denominador e que
tomamos tantas dessas partes quanto ha de unidades no numerador” (Neyret, 1995, p. 77
apud Silva, 2005, p. 89). Vemos claramente que o autor tomou o nimero fracionario como
um quociente, o que implica uma contradicdo com a representacdo fracionaria para
situacbes que envolvem a concepcao de razdo, em situacdes de comparacdo que nem
sempre conduzem a um quociente.

Como vimos, a obra de Bézout, utilizada por muito tempo nas escolas militares,
privilegiou o ensino de técnicas a partir de exemplos numéricos ndo relacionados a
qualquer situacdo da realidade, considerando sempre que a tarefa € do tipo calcular algo,
ndo apresentando um discurso tecnoldgico-tedrico que justifique tais técnicas. No
entanto, na pagina 44, apresenta: diferentes maneiras que se pode ver uma fragao, e as
consequéncias que se pode extrair. No item 96, vem: “[...] pode-se considerar 0
numerador como representante de uma certa quantidade que deve ser dividida tantas
partes quantas forem as unidades do denominador.” No item 97, “pode se entdo
considerar o numerador de uma fragdo como um dividendo, e 0 denominador como um
divisor” para, em seguida, tratar da conversao de uma fracdo em decimal. Podemos inferir
que, para o autor, a fracdo sempre representard uma divisdo, o que ndo seria valido para
alguns tipos de razdes representadas na forma fracionaria. Na sequéncia tratou das regras
operatorias para as fracoes.

Com o tempo, o ensino de matematica foi unificado com rela¢do aos conteudos
aritmética, geometria e algebra e outros manuais passaram a ser utilizados, como é o caso
da obra de Lacroix, em que definiu as dizimas periédicas e mostrou que o conjunto dos
racionais € a reunido dessas com os decimais exatos e, com isso, introduziu 0 novo

sistema métrico decimal.
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Os primeiros autores de livros didaticos brasileiros se orientaram pelas obras de
Lacroix e Bézout até meados do seculo X1X, mas até o final do século outras obras foram
utilizadas, embora tendo sempre a matematica desenvolvida na Franga como referéncia.

Podemos dizer que desde o inicio, de acordo com as necessidades praticas,
especificas das sociedades e da época, 0 ensino de nimeros fracionarios tém se focado
apenas no componente saber-fazer das praxeologias matematicas a partir de definicoes e
exemplos numeéricos, sem referéncia a situagdes que mobilizem as razdes de ser que
mostramos em nosso MER. Além, disso as escolas secundarias tinham publicos e
objetivos especificos, porque era reservado para 0s que conseguiam frequenté-las,
aprender a ler, escrever e contar.

Em 1919, Euclides Roxo se torna professor de matematica do Colégio Pedro Il. Em
1923, publica Licdes de Arithmetica, e em 1929, para atender a renovacao do ensino de
Matemética, publicou a obra Curso de Matemética Elementar. De acordo com Valente
(2004, p. 118-119), para Roxo, “quando a unidade suposta ¢ dividida em um certo nimero
de partes iguais e se tomam uma ou mais dessas partes, o resultado assim obtido chama-
se fragcdo” e apresenta como exemplo: “seja AB um segmento que representa a unidade
de comprimento dividida em 20 partes iguais, de modo que cada parte é um vigésimo da
unidade.” Segundo Valente (2002), Roxo utilizou uma representacdo geométrica para
facilitar o entendimento dos leitores, no entanto vemos que ela privilegiou a concepgéo
parte-todo que, em seguida adquiriu vida propria e foi amplamente utilizada na introducao
do ensino de numeros fracionarios, distanciando-se das razdes de ser que lIhe dariam
algum significado. Entendemos que esse movimento procurou facilitar a compreenséo da
crianca a partir de seus conhecimentos de nimeros naturais, mas que de certa forma a
impediam de entender a fragdo como a representacao de um nimero, porque continuaram
trabalhando com dois nimeros naturais, como vimos fortemente nos autores do século
XIX.

Atualmente, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é o documento oficial de
referéncia nacional para subsidiar a elaboracdo dos curriculos do sistema de ensino, que
podemos entender como um dos ambitos institucionais que devemos considerar ao
abordarmos o problema didatico de numeros fracionarios para verificar como séo
descritos e interpretados nas tarefas a serem desenvolvidas. Esse documento de

carater normativo,
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[...] define o conjunto orgénico e progressivo de aprendizagens essenciais
que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades
da Educacdo Basica, de modo a que tenham assegurados seus direitos de
aprendizagem e desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua o
Plano Nacional de Educacdo (PNE). Este documento normativo aplica-se
exclusiva- mente a educacdo escolar, tal como a define 0 § 1° do Artigo 1° da
Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB, Lei n® 9.394/1996), e
esta orientado pelos principios éticos, politicos e estéticos que visam a
formagdo humana integral e a construgdo de uma sociedade justa,
democratica e inclusiva, como fundamentado nas Diretrizes Curriculares
Nacionais da Educagdo Basica (DCN)® (Brasil, 2019, p. 7)

A BNCC apresenta as unidades de conhecimentos que devem ser
ensinados/aprendidas apoiando-se em um conjunto de competéncias e habilidades
essenciais que todos os alunos do ensino béasico devem construir. No Ensino
Fundamental, a area de Matematica, por meio da articulacdo de seus diversos campos -

Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade -,

precisa garantir que os alunos relacionem observa-¢des empiricas do mundo
real a representacBes (tabelas, figuras e esquemas) e associem essas
representagdes a uma atividade mate-maética (conceitos e propriedades),
fazendo indugdes e conjecturas. Assim, espera-se que eles desenvolvam a
capacidade de identificar oportunidades de utilizacdo da matematica para
resolver proble-mas, aplicando conceitos, procedimentos e resultados para
obter solugdes e interpreta-las segundo os contextos das situagdes. (Brasil,
2019, p. 265).

Além disso, o documento afirma que o Ensino Fundamental

deve ter compromisso com o desenvolvimento do letramento matematico,
definido como as competéncias e habilidades de raciocinar, representar,
comunicar e argumentar matematicamente, de modo a favorecer o
estabelecimento de conjecturas, a formulagéo e a resolucdo de problemas em
uma variedade de contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e
ferramentas matematicas. E também o letramento matematico que assegura aos
alunos reconhecer que os conhecimentos matematicos sdo fundamentais para
a compreensao e a atuacdo no mundo e perceber o carater de jogo intelectual
da matemaética, como aspecto que favorece o desenvolvimento do raciocinio
I6gico e critico, estimula a investigacao e pode ser prazeroso. (Ibid, p. 266)

De acordo com esse documento, esses pressupostos, em articulacdo com as
competéncias gerais da Educacdo Basica, a area de Matematica e, por consequéncia, 0
componente curricular de Matematica, devem garantir aos alunos o desenvolvimento de
competéncias especificas. Competéncia é definida como a mobilizacdo de

conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas, cognitiva e

6 Diretrizes Curriculares Nacionais da Educacdo Bésica. Brasilia: MEC; SEB; DICEI, 2013.
Disponivel em:
http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_docman&yview=download&alias=13448-diretrizes-
curiculares-nacionais-2013-pdf&ltemid=30192 acessado em 17/02/2021.
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socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida
cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho (Brasil, 2019, p. 8).
As habilidades referem-se as aprendizagens que devem ser garantidas aos educandos
nos mais diversos contextos escolares, e estdo relacionadas a objetos de
conhecimento (contedo, conceitos e processos).

A unidade teméatica NUmeros visa que o aluno desenvolva o pensamento numerico
“que implica o conhecimento de maneiras de quantificar atributos de objetos e de julgar
e interpretar argumentos baseados em quantidades” (p. 268). Nesta perspectiva de
formagdo, os alunos necessitam desenvolver, entre outras, “as ideias de aproximagao,
proporcionalidade, equivaléncia e ordem, no¢des fundamentais da Matematica” a partir
de “situacOes significativas, sucessivas ampliacdes dos campos numéricos”, em que
“devem ser enfatizados registros, usos, significados e operagdes” (p. 268).

De acordo com a BNCC (Brasil, 2019, p. 290), as ideias preliminares de fracio’
sdo introduzidas no 4° ano do Ensino Fundamental, em que é requerida do aluno a
habilidade de reconhecer, com o auxilio da reta numérica, as fracdes unitarias com
denominadores 2, 3, 4, 5, 10 e 100 como unidades de medidas menores que uma unidade.
Além disso, o educando deve reconhecer que as regras do sistema de numeracao decimal
podem ser estendidas para 0s nimeros racionais na representacdo decimal. Entendemos
que estas habilidades podem ser desenvolvidas, mostrando ao aluno a razéo de ser destes
novos numeros, se efetivamente os alunos localizarem em uma reta numérica esses
nameros utilizando a medi¢éo, e ndo recebendo uma representacdo para que identifiquem
a fracdo a partir da dupla contagem mobilizando a concepgéo parte-todo.

Ao chegar ao 5° ano, o objeto de conhecimento “nUmeros racionais” deve ser
ampliado, e as habilidades desejadas sdo as seguintes: com o auxilio da reta numeérica,
identificar e representar fracOes, maiores ou menores que a unidade; identificar frag0es
equivalentes; comparar e ordenar as fracdes; e utilizar as representagdes percentuais
10%, 25%, 50%, 75% e 100% a décima parte, quarta parte, metade, trés quartos e um
inteiro, respectivamente. Em relacdo ao ensino das operagbes, no 5° ano, as quatro
operacOes devem ser ampliadas para os nimeros racionais na forma decimal. A utilizagéo

da reta numeérica associada a concepcao de medida pode conduzir os alunos as primeiras

7 Quando a BNCC fala de fragdo, entendemos que se trata de nimero fracionario como o definimos no
inicio deste texto.
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operagbes com 0s numeros fracionarios e de suas possiveis relacdes com ndmeros
decimais, mas este ponto ndo é citado.

Quanto a unidade tematica de algebra, propdem o ensino de “propriedades da
igualdade e nocdo de equivaléncia” e de “grandezas dirctamente proporcionais e
problemas envolvendo a partigdo de um todo em duas partes proporcionais” (p. 294-295).
Nas habilidades, sugerem a possibilidade do trabalho com situagdes de comparagdes que
poderiam ou ndo resultar em razdes possiveis de serem representadas por numeros, no
caso da receita, por exemplo, dificilmente a comparacdo resulta em um ndmero
fracionario.

No 6° ano, deve-se compreender fracGes no que diz respeito aos significados
(parte/todo, quociente), equivaléncia, comparacdo, adi¢do e subtracdo; calculo da fracéo
de um numero natural; adicdo e subtracdo de fracGes. Esses significados sdo pautados

pelas seguintes habilidades:

EF06MAOQ7: Compreender, comparar e ordenar fracdes associadas as ideias de
partes de inteiros e resultado de divisdo, identificando fraces equivalentes.
EFO6MAO08: Reconhecer que os nimeros racionais positivos podem ser
expressos nas formas fracionéria e decimal, estabelecer relagdes entre essas
representagdes, passando de uma representacdo para outra, e relacioné-los a
pontos na reta numérica.

EFO06MAOQ9: Resolver e elaborar problemas que envolvam o calculo da fragdo
de uma quantidade e cujo resultado seja um nimero natural, com e sem uso de
calculadora.

EF06MAL0: Resolver e elaborar problemas que envolvam adi¢do ou subtracéo
com numeros racionais positivos na representacdo fracionaria. (Brasil, 2019,
p. 301).

Neste ano escolar, privilegia a concepcao parte-todo, dando-lhe vida propria, e a
concepgdo de quociente relacionada a operacdo de divisdo e ndo a situagdes de
distribuicdo que preservaria uma das razdes de ser desses numeros. Implicitamente,
aborda a concepcao de operador como “fragdo de um numero natural”, mas na habilidade
explicita, o calculo da “fragdo de uma quantidade”, mas que deve resultar em um nimero
natural.

Quanto ao tema de algebra, um dos objetos de conhecimento sdo “problemas que
tratam da particdo de um todo em duas partes desiguais, envolvendo razdes entre as partes
e entre uma das partes e o todo” (p. 302-303), para que os alunos desenvolvam habilidades
que mobilizem partilha de uma quantidade em duas partes desiguais (situacdo de

distribuicdo) além da razdo. Aqui se veem privilegiadas as relacdes parte-todo e parte-
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parte, mas o documento ndo especifica se as quantidades advém de grandezas discretas
ou continuas.

A BNCC (Brasil, 2019, p. 426) indica que no 7° ano escolar, deve-se ensinar aos
alunos as ideias relacionadas a compreensdo, ordenacdo de fracdes associadas de partes
de inteiros, resultado da divisdo, razéo e operador, identificando fragdes equivalentes.
Sugere também (EFO7MAO09, p. 307) “utilizar, na resolucdo de problemas, a associagao
entre razdo e fracdo, como a fracdo 2/3 para expressar a razdo de duas partes de uma
grandeza para trés partes da mesma ou trés partes de outra grandeza”.

O documento sugere a ampliacdo da compreensdo de ordenacdo e equivaléncia de
representacdes fracionarias e cita a concepcao de razéo pela primeira vez, como se a razao
e 0 numero fracionario fossem equivalentes. No entanto, nem sempre iSso ocorre, porque,
principalmente, quando se trata de grandezas diferentes, a representacdo fracionaria para
uma razdo pode ndo representar um nimero, mas apenas uma comparacao.

Para o tema de algebra, apresentam o objeto de ensino “problemas envolvendo
grandezas diretamente proporcionais e grandezas inversamente proporcionais”, para que
0 aluno desenvolva a habilidade de “resolver e elaborar problemas que envolvam a
variagdo de proporcionalidade direta e de proporcionalidade inversa entre duas grandezas,
utilizando sentenca algébrica para expressar a relagdo entre elas” (p. 306-307). Neste
ponto, o documento ja recomenda que seja feito um trabalho algébrico propriamente dito,
em que as fracdes algébricas devem ser abordadas, ou seja, as fragdes compostas por
polindbmios.

No 8° ano, a BNCC recomenda trabalhar problemas que envolvem o
reconhecimento e a utilizacdo de procedimentos para a obtencdo de uma fracéo geratriz
para uma dizima periddica. Na unidade tematica de algebra, continua o trabalho de
identificacdo de grandezas diretamente ou inversamente proporcionais ou nao
proporcionais e de resolucdo de problemas por meio de estratégias variadas.

Para 0 9° ano, no tema numeros, um objeto de conhecimento é a “necessidade dos
numeros reais para medir qualquer segmento de reta”, em que o aluno deve “reconhecer
que, uma vez fixada uma unidade de comprimento, existem segmentos de reta cujo
comprimento ndo é expresso por numero racional (como as medidas de diagonais de um
poligono e alturas de um tridngulo, quando se toma a medida de cada lado como unidade”

(p. 316-317). J& no tema de algebra, um objeto de conhecimento é a “razdo entre

Pagina | 137



grandezas de espécies diferentes”, como velocidade e densidade demografica. Embora o
documento apresente aqui a necessidade de novos numeros, 0s irracionais, para
possibilitar qualquer medicdo, a necessidade dos racionais nao foi citada em nenhuma
das habilidades para os anos do ensino fundamental.

A luz do estudo da BNCC, nas habilidades definidas para a apropriaco de niimero
fracionario, ainda que evogquem situacBes que propusemos em nosso MER, ndo
percebemos o foco em situacGes significativas que conduziriam o aluno a entender a
necessidade desse novo campo numérico. Outro ponto a ser considerado € a
representacdo fracionaria para razdes e sua relacdo com a divisao, o que pode conduzir a
obstaculos didaticos que prejudicam a conceituacdo de nimeros racionais. Embora o
documento foque na resolucdo de problemas, que consideramos ter sua importancia, nao
vimos qualquer objeto de conhecimento que conduza a sistematizacdo do conjunto dos
ndmeros racionais, ou seja, sua descontextualizacdo e conceituacao.

Embora parega estar de acordo com nosso MER, esse documento, composto pelos
trés modelos secundarios: M (associado & concepcdo de medida), M. (associado a
concepgdo de quociente) e Ms (associado a concepcdo de razdo), ndo apresenta,
explicitamente, orientagdes para 0 desenvolvimento de conhecimentos a respeito de
medida, de distribuicdo e de comparacdo oriundos de situacdes que mobilizem essas
concepgdes e que na sua resolucdo, fazem apelo a concepcao parte-todo e, talvez, a
concepcao de operador. Por outro lado, ndo temos elementos para identificar as tarefas
que vivem nesta instituicdo, nem como elas se relacionam, no sentido da TAD, ja que a
BNCC oferece unicamente recomendacOes e sugestdes que permitiriam alcangar as
competéncias e habilidades relacionadas a aprendizagem de numeros fracionarios.

Com relacdo a anélise de materiais didaticos, apresentamos resultados de pesquisas
produzidas na area. Dias (2018, p. 69) observa, em sua analise de pesquisas que tratam
de numeros fracionarios, “uma mudanga significativa, ao propor a relacéo das diferentes
concepcdes desses nimeros, por outro lado, fica nitida que a concepcao parte-todo parece
enraizada na abordagem desse conteido matematico.”

Analisando livros didaticos para 0 4° ano do Ensino Fundamental, Landim e Morais
(2019, p. 564) afirmam que de 58 tarefas que envolviam numeros fracionarios, 34
estavam associadas a concepcao parte-todo e a técnica da dupla contagem das partes que
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privilegiam apenas o bloco saber-fazer. Acrescentam que as outras 24 tarefas
mobilizavam a concepcéo de operador.

Flores e Bisognin (2020) analisaram uma colecdo de livro didatico de Matematica
para 0 Ensino Fundamental 1l no sentido de observarem os significados de ndmeros
racionais utilizados. Nele, citam a pesquisa de Lessa (2011), que analisou livros didaticos
de 1927 a 2010 e “destaca que os significados mais abordados sdo parte-todo e operador
e que o livro mais antigo analisado é o que trabalha com a maior variedade de significados
para 0s numeros racionais” (p. 40). Quanto ao livro do 6° ano analisado, as autoras
encontraram 54 atividades em que os significados de operador, parte-todo e quociente
foram os mais mobilizados, nessa ordem, e nenhuma associada ao significado de razdo e
medida. No entanto, algumas ndo classificadas quanto ao significado tratavam de
“classificacdo de fracGes como aparentes ou ndo, simplificar fracdes ou de atividades em
que era solicitado [..] resultados de operagdes” (p. 37). No livro do 7° ano, Flores e
Bisognin (2020) encontraram a definicdo formal de nimero racional como quociente de
dois numeros, com o divisor diferente de zero e a localizacdo de um numero racional na
reta numerica. Percebe-se que o autor ndo afirma que esses nimeros sdo inteiros.
Acrescentam que o autor trabalha a representacdo fracionaria e decimal de nimeros
racionais no mesmo capitulo e que das 65 atividades, apenas cinco puderam ser
associadas a algum significado parte-todo, quociente e medida, enquanto as restantes
tratavam de procedimentos operacionais ou de ordenacdo. O livro do 8° ano, em uma
secdo que trata dos nUmeros naturais, inteiros e racionais, trata da impossibilidade de
divisdo nos numeros inteiros como justificativa para a necessidade dos ndmeros
racionais. Da mesma forma que no livro anterior, aborda as duas representagcdes dos
nameros racionais, focando as atividades na forma decimal e apenas trés atividades
focando nos significados parte-todo, quociente e medida. As autoras concluem que,
embora o significado parte-todo seja privilegiado, ha predominancia de atividades que
envolvem operagdes e procedimentos, o significado de medida se concentra em
atividades que solicitam a localizacdo de pontos na reta numérica, o significado de
quociente foi pouco encontrado, e o significado de razédo esteve ausente.

Podemos concluir que, na instituicdo escola de Ensino Fundamental, o sistema
educativo brasileiro ndo enfoca o ensino dos numeros fracionarios a partir de suas razoes

de ser, a partir de situagdes que envolvam medicdo, distribuicdo e comparacdo, para
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privilegiar artificios que tratam da concepcdo parte-todo com sua técnica de dupla
contagem das partes, apesar de que sO faria sentido se fosse decorrente das acdes de
medir, distribuir ou comparar. Além disso, como na antiguidade, continuamos nos
centrando no bloco do saber-fazer sem desenvolver o bloco do saber que justifica tais

técnicas e, com isso, ndo desenvolver praxeologias matematicas propriamente ditas.

A dimensao ecologica

Nos séculos XVI e XVII, segundo Saito (2015), continuou a distin¢do entre
geometria e aritmética, sendo a primeira considerada a ciéncia das grandezas e a segunda
a ciéncia dos numeros, embora agrimensores e navegadores, entre outros praticos,
aplicassem o nimero a grandeza geomeétrica. Acrescenta, que essa relacdo foi objeto de
estudo de diferentes estudiosos, mas que s6 se fundamentou com o tratado de aritmética
de Stevin, embora tratados arabes ja expressassem grandezas geométricas por hiumeros
(p. 173).

Considerando que o ato de medir significa associar um nimero, que depende da
escolha de uma unidade de medida, a grandeza que esta sendo medida e que essa pratica
ocorre desde os egipcios, foram necessarios milénios para que efetivamente os resultados
de medicBes fossem considerados nimeros, embora isso ja ocorresse na pratica.

De acordo com Barbosa e Magalhdes (2008), durante Idade Média “a educacao
era garantida pela aprendizagem através de tarefas realizadas juntamente com os adultos”
e viver ou ndo a infancia dependia de condi¢bes econémicas, sociais e culturais. Mas até
o final do século XVIII, as escolas eram frequentadas por pessoas de qualquer idade por
ter um carater mais técnico que pedagogico, e se diferenciava de acordo com as classes
sociais, 0 que excluia as criangas e 0 ensino para todos.

Dessa forma, podemos inferir que, por um lado, havia condi¢des favoraveis ao
ensino de tarefas e técnicas, principalmente para os filhos de artesdos, mas restricdo ao
discurso tecnologico-tedrico, porque ainda tinha sido desenvolvido pela propria
matematica.

Barbosa e Magalhdes (2008) acrescentam que no século XIX, a revolugdo
industrial intensificou a exploragdo do trabalho infantil, principalmente de familias
pobres, e o recolhimento de menores infratores abandonados nas ruas. Essas acOes

comecaram a ser questionadas e culminou com uma nova concepc¢éo de infancia, que fez
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com que as escolas passassem a ter relevancia na vida de criangas e jovens. As primeiras
escolas surgiram, com criangas e professores em salas de aula, promovidas por
instituicOes catolicas para ensinarem, em um primeiro momento, a leitura e a escrita, e
posteriormente instituiu-se o ensino de matematica. Com isso tiveram inicio discussoes a
respeito do ensino e da aprendizagem dos conteudos escolares, pois as criangas
necessitavam de uma educacdo geral e ndo de técnicas para o exercicio de um oficio.

No entanto, como vimos anteriormente, o0 modelo adotado durante o século XX
pela escola permaneceu privilegiando o ensino de técnicas em situacdes artificiais, que
no caso dos numeros fracionarios, ndo ocorre a partir de situacbes que mostrem sua razao
de ser, pelo contrério, privilegiam o modelo parte-todo com a dupla contagem das partes,
0 que, de acordo com nosso MER, ndo se constitui um modelo para o ensino.

O estudo da dimensdo ecoldgica, segundo Almouloud (2015, p. 15), trata de

responder as seguintes questdes:

[...] O objeto de saber faz parte das recomendagfes curriculares para a
Educagdo Basica? Esta presente nos livros didaticos? Como € apresentado e
com qual finalidade? Tal objeto de saber é efetivamente trabalhado na escola?
Se sim, em quais condi¢des? Se ndo, quais sdo 0s motivos para ser deixado de
lado? As respostas a estas questdes permitem identificar a razdo de ser desse
objeto de saber na instituicéo escola.

A analise da BNCC, no estudo da dimensdo econdmica, mostra que o objeto
matematico nimero fracionario € um dos objetos de conhecimentos previstos para ser
ensinado/aprendido de 4° a 9° ano do ensino fundamental. Com relagdo & Matematica,
destaca que os diferentes campos que a compdem congregam um ‘“conjunto de ideias
fundamentais que produzem articulacbes entre eles: equivaléncia, ordem,
proporcionalidade, interdependéncia, representacdo, variacdo e aproximacdo” (p. 268),
assim “a proporcionalidade, por exemplo, deve estar presente no estudo de: operacoes
com 0s numeros naturais; representacdo fracionaria dos nUmeros racionais; areas;
funcdes; probabilidade etc.” (p. 268).

O documento recomenda também que para aprofundar a no¢do de namero, é
importante colocar os alunos frente a tarefas que envolvam, por exemplo, medi¢des, “nas
quais 0s nimeros naturais ndo sédo suficientes para resolvé-las, indicando a necessidade
dos nimeros racionais tanto na representagdo decimal quanto na fracionaria” (p. 269).

A BNCC parece evidenciar um dos nichos de nimeros fracionarios que participa

da sobrevivéncia da proporcionalidade, por exemplo, inclusive em sua representacdo
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algébrica. Mas algumas das restri¢fes que podem dificultar e/ou impedir a justificacao de
tarefas sobre numeros fracionarios sao os desafios que os professores devem enfrentar no
design de tipo de tarefas (e de tarefas) que permitam aos alunos alcancar as competéncias
¢ habilidades relacionadas com a unidade tematica “NUmeros”, em especial com o objeto
de conhecimento “nimeros fracionarios”.

Um dos desafios para os professores do ensino fundamental € a articulagdo entre os
trés modelos secundarios (de nosso MER), M: (associado a concepgdo de medida), M2
associado a concepgéo de quociente) e M3 (associado a concepcdo de razdo), para que 0
conceito de nimero racional viva no ecossistema educativo e que alimente a construcdo
de outros conhecimentos.

Em termos de ecologia, vivemos em uma civilizacdo ocidental, na sociedade
brasileira, na escola de ensino fundamental que privilegia a pedagogia monumentalista
para a disciplina de Matematica, na &rea de nimeros e no setor de nimeros racionais cujo
tema é a conceituacdo desses nimeros. Tal conceituacdo depende da construcdo de dois
registros de representacdo, o fracionario e o decimal, bem como suas regras operatorias e
conversdo de representacdes, que se desenvolvera a partir de situacoes significativas que
preservam suas razdes de ser. A construcao e compreensao de tais registros resultaram na
construcdo da maioria dos conhecimentos das outras unidades tematicas de todo o ensino
basico. Além disso, a conceituacdo dos numeros racionais também depende de sua
descontextualizacdo, ou seja, de serem tratados efetivamente como ndmeros, o que
implica chegar a definicdo do conjunto dos nimeros racionais e de suas propriedades. Os
conhecimentos de numeros racionais alimentardo a conceitua¢do de outros conjuntos
numeéricos. Entendemos que, a pedagogia escolhida nessa escola ainda restringe o ensino
significativo dos numeros fracionarios e, em consequéncia, dos nimeros racionais.
Assim, a partir dos estudos realizados, buscamos desenvolver um modelo praxeoldgico
de referéncia, como uma proposta alternativa a esse ensino, que permita desenvolver nos

alunos as habilidades e competéncias pretendidas na BNCC.

Proposta de um modelo praxeoldgico matematico de referéncia

De acordo com nosso MER, temos que trabalhar com os trés modelos secundarios
associados a concepcdo de medida, de quociente e de razdo. Para isso, precisamos

construir organizacdes didaticas que considerem as organizacdes matematicas desses
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modelos. Na impossibilidade, neste artigo, de mostrar tais praxeologias, nos deteremos a
identificar, para cada modelo, os tipos de tarefas da OM considerada que ndo implica
sugerir uma ordem, tendo em vista que as OD podem apresentar tipos de tarefas de
diferentes modelos.

Quanto ao primeiro modelo, M1, de acordo com Silva (2005, p. 117), “as tarefas
envolvendo medic¢des de comprimento sdo apropriadas para a percepgao da limitacdo dos
numeros naturais como resultados de medicoes, e da necessidade de “novos nimeros para
a quantificacdo adequada de comprimentos.” De acordo com a autora, trata-Se aqui apenas
de tarefas que envolvem medidas de comprimento por entender que o desenvolvimento
de suas técnicas seriam as primeiras a serem desenvolvidas e propiciam o incremento de
técnicas para outras grandezas. No entanto, isso ndo impede que no momento certo, o
professor ndo desenvolva outros tipos de tarefa.

Essas tarefas solicitam a manipulagédo de trés tipos de representagéo: a figura de

;. - , . ;-1
uma reta numérica ou algum esquema de medida, 0 nimero fracionario - para representar
a subunidade, considerando que a unidade de medida foi dividida em b partes para

possibilitar a medicdo, e 0 numero fracionario % como resultado da medicdo que permite

~ - 1 - .y . -
a compreensdo de que a subunidade A foi utilizada a vezes. A necessidade da diviséo da

unidade envolvera a concepcao parte-todo. Apresentamos no Quadro 1 uma sintese com

quatro tipos de tarefa que envolvem uma grandeza continua, comprimento, e respectivas

técnicas.
Quadro 1 — Sintese de tipos tarefas e técnicas associadas a concepgdo de medida.
Tipos de Tarefas Grandeza Técnicas
1° | Determinar medidas de objetos Continua | Determinar unidade e subunidades
20 Determinar medidas em segmentos Continua | Dupla contagem

divididos em partes congruentes.

Determinar medidas em segmentos Continua Dividir o segmento em partes de mesma medida e

0
3 ndo divididos em partes congruentes contagem

Diviséo da parte apresentada para identificar 1/n e

4° | Reconstituicdo da unidade Continua -
recompor a figura

Fonte: Adaptada de Silva (2005, p. 143)

A autora sugere, para o primeiro tipo de tarefa, por exemplo, que se solicite a
medicéo de objetos diversos, utilizando tiras de papel de diferentes comprimentos, para
que a necessidade da divisdo da unidade seja percebida, além de régua de polegadas e
régua milimetrada. O uso de unidades diferentes permite ao aluno perceber que 0 nimero

obtido como resultado depende da unidade escolhida e, portanto, o objeto medido pode
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ser associado a numeros diferentes. Ja no quarto tipo de tarefa, pode-se dar um segmento
para representar a parte de um inteiro, para que este seja identificado. Para Silva (2005),
esses tipos de tarefas permitem trabalhar com nimeros fracionarios maiores que um e a
adicdo de dois numeros fracionarios de mesmo denominador, além da relacdo de
equivaléncia pelo reconhecimento de que a mesma parte pode receber nomes diferentes,
0 que conduziria a percepcao de que um numero racional é representado por uma classe

de fracdes.

A concepcdo de quociente envolve tarefas associadas a distribuicdo de grandezas
em que o namero fracionario % obtido como resultado representa que a foi dividido em

um numero b de partes congruentes, no caso de a grandeza ser continua, e iguais no caso
de a grandeza ser discreta. Em geral, utiliza-se na técnica a opera¢édo de divisdo, o que
daria sentido a entender, em algumas situacdes, a fracdo associada a ela. Nestas tarefas,
podemos tratar de grandezas diferentes, como criancas e chocolates e, ainda, considerar
0 numerador maior, menor ou igual ao denominador. No Quadro 2, apresentamos uma

sintese dos tipos de tarefas associados a essa concepcao.

Quadro 2: Sintese de tipos de tarefas e técnicas associadas a concepg¢ao quociente

Tipos de tarefas Grandeza Técnicas

1° caso: dividir todos os objetos em y partes e

Distribuir igualmente x objetos em um Continua | dividir s6 o que for necessério

considerar x dessas partes ou manter objetos inteiros e

L nimero y de partes 2° caso: dividir todos os objetos em y partes e
considerar x dessas partes
Discreta Divisdo de naturais
20 Distribuir igualmente x objetos em Continua | Dividir a quantidade de objetos pela cota dada
uma determinada cota. Discreta Divisdo de naturais

Fonte: Adaptado de Silva (2005, p. 143)
O primeiro tipo envolve tarefas como, por exemplo, dividir igualmente cinco pizzas

entre quatro pessoas e 0 segundo tipo, quantas criancas receberdo chocolate, se

T . n 3
distribuirmos igualmente trés chocolates, de tal forma que cada uma receba =

Quadro 3: Sintese de tarefas e técnicas para a concepgao de razdo.

Tipos de tarefas Grandeza Técnicas

1° caso: situacdo todo-todo

medir os objetos antes se for o caso.
. u . 2° caso: situacdo parte-parte

1° Determinar uma razao Continua < §ao p P .

A mesma técnica do caso anterior
diferentes.

Associar a razdo encontrada a divisao

Escrever na forma fracionaria as medidas explicitas ou

3° caso: situagdo todo-todo com grandezas de naturezas
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1° caso: situacdo todo-todo

Dupla contagem

20 caso: situacéo parte-parte de inteiros diferentes
Dupla contagem

Discreta 4° caso: situagdo parte-parte no mesmo inteiro
Dupla contagem

5° caso: situagdo parte-parte no mesmo inteiro sem

figuras
Escrever na forma fracionaria os dados apresentados
. . Continua proporcionalidade entre as medidas dadas
2 Determinar valor desconhecido - - - :
Discreta proporcionalidade entre as quantidades dadas

Determinacéo de razdes equivalentes com mesmo

3° | Comparar razdes Continua/discreta .
denominador

Fonte: Adaptado de Silva (2005, p. 144)
A concepcao de razdo esta associada a ideia de comparacao entre medidas de duas

grandezas e a representagdo numérica obtida da comparacdo ndo necessariamente

transmite a ideia de numero, mas de um indice comparativo. Nesse sentido, em geral, a
X 3 b b A b 2 ~ (13 A b 2
representacao 5> por exemplo, seria lida como “trés para cinco” e ndo como “trés quintos”,

e encaminha naturalmente para a equivaléncia de razdes e o raciocinio proporcional,
no¢Oes importantes para a resolucédo de problemas. No Quadro 3, mostramos trés tipos de
tarefas que mobilizam a concepcéo de razdo e as possiveis técnicas para soluciona-las.

Dependendo do tipo de grandeza, as técnicas levam a comparacdo entre grandezas
de mesma natureza ou ndo e podem mobilizar rela¢des do tipo todo-todo (comparacgédo de
dois inteiros), parte-parte (compara quantidades de duas partes de um inteiro ou partes de
dois inteiros) e parte-todo. O ponto fundamental dessas técnicas é a ndo possibilidade de
relacionar o resultado da comparagcdo com a operacdo de divisao, pois nem sempre tem
algum significado. Embora possamos determinar praxeologias matematicas para as
concepcdes parte-todo e operador, elas devem ser consequéncias do trabalho com as trés
anteriores, por isso ndo as consideramos explicitamente em nosso MER.

Associadas a concepcao de medida e a grandeza area, bem como a concepcéao de
quociente e razdo, sugere-se tratar tarefas que geralmente séo realizadas com foco na
concepgao parte-todo, atreladas a expressao “partes iguais” para envolver a contagem, €
sdo privilegiadas como ponto de partida para o ensino de nameros fracionarios. Silva
(2005, p. 143) identifica quatro tipos de tarefa: relacionar a uma figura um namero
fracionério; identificar um namero fracionario dado em uma figura; compor inteiros e
determinar fracionario e reconstituicdo do inteiro, que também poderiam ser tratadas com
grandezas discretas. No entanto, essas situa¢fes ndo podem ser trabalhadas com nimeros
fracionarios maiores que um, porque ndo temos como explicar, por exemplo, que

dividimos um inteiro em trés partes e, de repente, temos que considerar cinco. A
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representacdo de mais um inteiro ndo resolve o problema, porque passamos entéo a ter
seis partes. Além disso, para as grandezas discretas, pode surgir a dificuldade de divisdo
igualitaria, como no caso, de identificar ¥ de 15 bolinhas, que conduz a divisdo de
nUmeros naturais, que apresentara a sobra de uma bolinha.

Para as concep¢Oes de medida, quociente e razdo, se poderiam abordar tarefas que
mobilizem a concepc¢do de operador, que geralmente privilegiam célculos com nimeros
fracionarios, principalmente a multiplicacdo, porque a fracdo apresentada deve atuar
sobre uma quantidade para produzir uma nova quantidade. Silva (2005) identifica seis
tipos de tarefas para a concepcdo de operador: transformar quantidade de grandezas pela
acdo de um operador fracionério; transformar quantidades de grandezas pela acdo de dois
operadores; determinar o operador que faz uma certa transformacdo; comparar
operadores, comparar estados iniciais e finais; determinar operadores que ndo modificam
0 estado inicial; determinar o operador que substitui a acdo de varios operadores e
determinar a porcentagem de uma quantidade. Tais tarefas conduzem a compreensao de
equivaléncia, de inverso de um numero, da identidade, da multiplicacéo, ... de niUmeros
fracionarios.

Cabe esclarecer que 0 modelo aqui apresentado foca na conceituacdo de numeros
racionais que, em certo momento, deve ser descontextualizado para ser definido
formalmente para que um trabalho efetivamente com nimeros seja realizado. A partir dai,
vém entdo as representacbes fraciondrias com ndmeros reais e polinomiais com suas

representacdes algébricas.

Conclusoes

N&o resta a menor davida de que o ensino de numeros fracionaria ainda ndo provoca
a construcdo de significados para os alunos, pois muitas pesquisas ainda se dedicam a
identificar e mostrar suas dificuldades. Por outro lado, s&o poucas as que questionam o
que e como se ensina esse contetdo. Nesse sentido, o estudo das trés dimensdes didaticas
dos numeros fracionarios baseado na TAD permite que se aprofunde exatamente na
questdo do ensino.

O estudo da dimensao epistemoldgica nos permitiu identificar que os nimeros
fracionarios sdo consequéncia das necessidades de medir, distribuir e comparar grandezas

que se constituem em sua razdo de ser. De acordo com as sociedades, essas necessidades
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conduziram ao desenvolvimento de tarefas de medicao, tarefas de comparacao e tarefas
de distribuicdo que, por sua vez, conduziram ao desenvolvimento de técnicas para seu
cumprimento, ou seja, técnicas para medir, distribuir e comparar, que certamente
conduziram a divisdo de alguma unidade de medida ou objeto para que se encontrasse um
resultado. Mas essas técnicas s6 puderam ser desenvolvidas com a criagdo de registros
para seus resultados, e de regras para possiveis célculos que conduziram a busca da
representacdo fracionaria e valores desconhecidos. A necessidade de ensino conduziu
entdo ao desenvolvimento de concepcdes, para justificar, de certa forma, essas técnicas.
Essas constatages nos conduziram a desenvolver um MER composto por trés modelos
secundarios para estudar a conceituacdo de numeros racionais, entendendo que devemos
conduzir os alunos a construirem conhecimentos de medida, de distribuicdo e de
comparagdo apoiados nas concep¢des de medida, de quociente e de razdo a partir de
situacbes em que podem relaciona-las, além de utilizar as concepgles parte-todo e
operador.

O estudo da dimensdo econémico-institucional nos mostrou que as praxeologias
relacionadas aos nimeros fracionarios na escola de ensino fundamental ainda apresentam
resquicios do inicio do século XX, priorizando 0 ensino a partir da nogdo parte-todo,
focando no bloco saber-fazer, com o excesso do ensino de regras operatorias. Nesse
sentido, ndo temos efetivamente uma praxeologia pela falta de um discurso tecnoldgico
tedrico, que poderia ser feito a partir das concep¢des construidas com a ajuda de situacdes
gue mobilizassem conhecimentos de medicdo, distribuicdo e comparacdo. O modelo
dominante ainda é o da concep¢do parte-todo, com vida prépria que conduz a nado
construcdo de qualquer significado aos numeros fracionarios pelos alunos.

O estudo da dimensdo ecoldgica mostra que, diferentemente do que ocorria nos
séculos anteriores, agora a grandeza é o proprio nimero, ou seja, 0 nUmero ndo € visto
como consequéncia da escolha de uma unidade de medida e, por isso, vemos, por exemplo
que a area € 5cm?, o que inviabiliza a percepcdo de que a mesma area poderia ser
representada por numeros diferentes que dependem diretamente da escolha da unidade de
medida. Tal falta de percepcéo pode ser resultado do trabalho com numeros fracionarios
a partir da concepcdo parte-todo, como a utilizagdo da expressdo “partes iguais” em

figuras planas, por exemplo, desvia o olhar da grandeza area e focaliza na congruéncia de
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figuras. Tal fato conduz a ndo se considerar a mesma fracao para representar partes de
figuras de mesma area de formas diferentes.

Neste estudo, percebemos que os numeros fracionarios racionais existem, no
sistema de ensino, apenas para que se possa avancar no estudo de outros conteddos. Em
particular, eles vivem para permitir o ensino de proporcionalidade, principalmente em sua
representacdo algébrica. Por isso, também, € que se privilegiam as técnicas, em
detrimento de qualquer discurso tecnolégico tedrico.

Entendemos que as competéncias e habilidades relacionadas com os temas de
nameros e algebra com relacdo aos nimeros fracionarios poderiam ser associadas ao
desenvolvimento de praxeologias, a partir de nosso MER e do modelo alternativo que
construimos. Uma restricdo que dificulta e/ou impede o trabalho com praxeologias plenas
(que apresentem discursos tecnoldgicos-tedricos) € o professor desenhar tarefas que
permitam alcangar essas competéncias e habilidades, considerando as razdes de ser desses
nameros.

Assim, temos que olhar mais profundamente para 0 que se ensina € como se ensina
do que para as dificuldades que os alunos apresentam, porque estas, com certeza, sdo

consequéncias do ensino.
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