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Resumo

A modelagem tem se mostrado um recurso didatico de interesse dos professores e pesquisadores, por suas
propriedades de investigar o real empregando linguagem simboélica, e com isso, gerar ambientes de
aprendizagem matematica. O presente trabalho coloca-se nesse contexto, com o objetivo de analisar
possiveis oportunidades de aprendizagem de conceitos matematicos em uma experiéncia de modelagem da
confeccdo de cestos, desenvolvida em um curso de Licenciatura em Matematica. A metodologia da pesquisa
consiste na descricdo e andlise qualitativa de atividades de modelagem, utilizando a andlise de contetdo.
Dois modelos sobre a quantidade de material empregado na confeccdo de protétipos de cestos foram
descritos e analisados com categorias definidas a partir da concepcéo de aprendizagem da Teoria dos
Campos Conceituais, sobre as possibilidades de contribui¢des da modelagem na aprendizagem de
matematica. Constatou-se que a modelagem, além de gerar conceitos sobre o real, amplia o campo
conceitual dos conteidos escolares, integrando areas da matematica, atribuindo sentidos, criando e
praticando as representagdes simbdlicas da linguagem matematica.
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Abstract

Modeling has proved to be a didactic resource of interest to teachers and researchers, due to its properties
of investigating the real using symbolic language, and with that, generating mathematical learning
environments. The present work is placed in this context, with the objective of analyzing possible
opportunities for learning mathematical concepts in a basket making modeling experience, developed in a
Mathematics Degree course. The research methodology consists of the description and qualitative analysis
of modeling activities, using content analysis. Two models on the amount of material used in making basket
prototypes were described and analyzed with categories defined based on the conceptual conception of the
Theory of Conceptual Fields, on the possibilities of modeling contributions in the learning of mathematics.
It was found that modeling broadens the conceptual field of school content, integrating areas of
mathematics, assigning meanings, creating and practicing symbolic representations of mathematical
language.
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Introducéo
O potencial da modelagem como estratégia de ensino e de aprendizagem de
matematica, tem tido o reconhecimento de pesquisadores, devido as propriedades de
contextualizagéo, conex@o com a cultura, criagéo, investigacdo, elaboracdo de conceitos
e proposicdo de problemas matematicos. Em Biembengut e Hein (2000) e Almeida et al
(2016) encontram-se orientacGes de como efetivar a modelagem na Educacdo Basica,
além de modelos detalhados, alguns resultantes de experiéncias pedagodgicas, 0s quais
poderiam servir como base para a iniciagdo de professores na aplicacdo de modelagem
em suas aulas. Para Eleni e Vanilde Bisognin, a diversidade das acdes proporcionadas
pela modelagem, leva a construcéo de conceitos e ao desenvolvimento de competéncias
matematicas.
No processo da Modelagem Matemética, em suas diferentes etapas de
execucdo, os alunos necessitam analisar informagdes, usar diferentes modos
de representacgdo, sejam elas algébricas, graficas, geométricas ou numéricas,
formular problemas, desenvolver modelos e procurar solucdes, formular e
justificar conjecturas, analisar e interpretar os resultados. Durante 0 processo
de desenvolvimento de atividades de modelagem, seja individualmente ou em

grupo, os alunos constroem novos conhecimentos e diferentes competéncias
(BISOGNIN e BISOGNIN, 2014, p. 135).

No pensamento matematico, segundo Levy, ocorrem processos indutivos
(geralmente iniciais, ligados a analise de casos particulares e a criacdo de proposicdes) e
dedutivos (demonstragdes das proposi¢des). Assim, a modelagem, como uma
investigacdo indutiva do real, ao descrever simbolicamente casos particulares desse,
desenvolve “habilidades matematicas previamente internalizadas ou assimiladas pelo
corpo discente” (LEVY, 2016, p. 296) e proporciona oportunidades de criagdo de novos
conceitos. Mesmo assim, Levy entende “a modelagem matematica como uma das
alternativas didatico-pedagogicas no que tange a aprendizagem de Matematica, e nédo
como a Unica via para a consecuc¢do dessa aprendizagem. (LEVY, 2016, p. 299). Rosa e
Orey concordam com a tese de que a modelagem ¢ “um ambiente de aprendizagem que
pode facilitar a construcdo do conhecimento matematico, pois esse ambiente promove a

construcdo, a acumulacdo, a manipulacdo e a disseminagdo do conhecimento
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matematico”, além de enfatizarem a elaboragdo de modelos como um ato criativo (ROSA
e OREY, 2012, p. 273).

Apesar desse reconhecimento, ainda ha, em nosso entendimento, a necessidade
de mostrar empiricamente — observando e analisando muitas e diversas situacdes de
modelagem nas escolas, na universidade, nos ambientes de formacdo de professores —
como ocorrem 0s processos de significacdo, de representacdo simbdlica do real e como
tudo isso contribui, ou ndo, para a aprendizagem de matematica. O presente trabalho
coloca-se nesse contexto, propondo-se a investigar as possibilidades de aprendizagem de
conceitos matematicos em experiéncia de modelagem da confeccgdo de cestos, gerada no
ambito de um curso de Licenciatura em Matematica.

Na segunda secdo é apresentada a concepcdo de aprendizagem presente na
Teoria dos Campos Conceituais (TCC) e como entende-se que ela possa explicar 0s
processos de construcdo de conceitos matematicos em atividades de modelagem no
ambiente escolar.

A metodologia de pesquisa é apresentada na terceira se¢cdo, com apoio nas ideias
de Skovsmose (2015) sobre as possibilidades de analise do objeto de investigacdo em
educacdo, como algo a ser descrito tal como foi, porém, também como possibilidades,
desfechos, cenarios e aprendizagens que poderiam ter ocorrido, ou ainda, que possam vir
a se efetivar em experiéncias futuras.

A solucdo do problema de modelagem (determinacdo genérica da quantidade de
materiais necessarios para a confeccdo dos cestos) desenvolvida em sala de aula e
complementada posteriormente, foi encaminhada com a elaboragdo de cestos (modelo
empirico) e dois modelos matematicos, descritos com suas consideragdes geométricas,
deducdes das equacBes, implementacdo computacional e resultados, na quarta secdo. Um
exame do ocorrido na experiéncia e nas complementacGes permitiu identificar e
caracterizar as contribuicdes da modelagem na construcao dos conceitos matematicos, o

que esta descrito na quinta secéo.

A formacao dos conceitos, aprendizagem de matematica e modelagem

A TCC de Gérard Vergnaud — desenvolvida com forte influéncia de Piaget e
Vigotski — segue a vertente construtivista, dando atencdo aos processos de aprendizagem

de conceitos matematicos e aos fendmenos de sala de aula, motivo pelo qual foi adotada
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como referéncia neste trabalho. Para tanto, alguns termos sdo fundamentais na sua
formulacdo, tais como conceitualizagdo, campo conceitual, situagcdo, invariantes,
representacdo simbdlica, atividade, mediacéo e esquemas.

O campo conceitual ¢, para Vergnaud, “um conjunto informal e heterogéneo de
problemas, situacdes, conceitos, relaces, estruturas, conteddos e operacGes de
pensamento, conectados uns aos outros e, provavelmente, entrelagados durante o
processo de aquisi¢cdo” (MOREIRA, 2002, p. 8). Assim, um conceito matematico ndo
esta isolado de outros — ja que conceitos mais simples podem ser necessarios para sua
construcdo — e, para sua assimilacdo, esta associado a situa¢Ges reais ou imaginarias que
facam sentido para o sujeito.

Na TCC, um conceito em geral — como 0s conceitos de mesa, automovel, escola —
e particularmente os matematicos — como o0s conceitos de triangulo, poligono, reta,
namero — é constituido como um tripleto de trés conjuntos: o conjunto de problemas,
situacdes reais ou imaginarias cujos objetos, fatos e acfes tenham sentido para o sujeito
(S); o conjunto dos invariantes (1) ou ideias que identificam os objetos, propriedades ou
relacBes que viabilizam o reconhecer, referir-se, operar, analisar ou dominar essas
situacdes (os significados); e o conjunto das representacdes (R) desses invariantes através
de uma linguagem (os significantes), seja ela natural (oral, gestual, corporal) ou simbélica
(escrita, pictorica, grafica ou matematica), o que viabiliza o pensamento individual e o
compartilhamento com os outros (MOREIRA, 2002, p. 10; PLAISANCE e
VERGNAUD, 2003, p.76).

Para Vergnaud, a aprendizagem é um processo de adaptacdo dos conceitos a novas
situacbes — portanto um processo pelo qual ocorre 0 aumento de conhecimentos — que
“depende de quatro grandes ideias: a atividade do sujeito que aprende, a oferta de
situacOes favoraveis ao aprendizado, a mediacdo por parte das pessoas que o rodeiam, a
utilizacao de formas linguisticas e de formas simbolicas para comunicar e representar”.
(PLAISANCE e VERGNAUD, 2003, p. 64-65).

A consideragdo da atividade do sujeito que aprende é uma das principais diferencas
entre as concepgdes comportamentalista e cognitivista da aprendizagem. A atividade
supde acOes de iniciativa do sujeito, tais como perceber o real, separar e agrupar coisas
de acordo com algum critério, ordenar, modificar o real, fazer hipoteses sobre essas

modificacdes, testar, julgar por si mesmo e resolver problemas. “Desde a mais tenra idade
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0 bebé da prova de uma intensa atividade perceptiva e gestual em relacdo aos objetos de
seu meio ambiente; e é essa atividade que Ihe permite extrair relagdes estaveis entre as
acoes e seus resultados, e entre os objetos” (PLAISANCE e VERGNAUD, 2003, p. 66).
A atividade é movida por interesse, curiosidade, objetivos e ocorre mediante esquemas
que o sujeito elabora e executa, compostos por elementos abstratos (regras, definigdes,
conceitos, desejos, sentimentos) e reais (informac6es do meio obtidas pelos sentidos,
acOes fisicas de tocar, mover, falar), para transitar pelos conjuntos S-1-R, adaptando,
substituindo e lapidando os conceitos. “Na verdade sdo 0s esquemas que se adaptam, isto
é, as formas de organizacdo da atividade; estes se modificam ao enfrentar-se novas
situagdes” (VERGNAUD, 2017, p. 18). A analise dos esquemas desenvolvidos em uma
atividade mostra o caminho percorrido pelo sujeito para elaborar um estagio do conceito

a aprender. Nas palavras de Vergnaud,

O esquema é uma totalidade dindmica funcional, uma organizagdo invariante
da conduta, quanto a uma certa classe de situagdes. Essa organiza¢do comporta
objetivos e esperas, regras de acdo, tomada de informacédo e de controle, e é
estruturada por invariantes operatorios, isto &, conhecimentos adequados para
selecionar a informacéo e processa-la (conceitos-em-ato e teoremas-em-ato)
(PLAISANCE e VERGNAUD, 2003, p. 66).

Diferentes tipos de esquemas sd@o usados em situagdo, tais como: perceptivo-
gestuais, como contar objetos apontando com os dedos ou agrupando unidades;
pictoricos, como desenhar um croqui, fazer um grafico ou um diagrama; verbais, como o
de fazer um discurso; sociais, como o de seduzir outra pessoa ou o de gerenciar conflitos;
e algoritmicos, como a execucao de uma série de passos para resolver um problema.

Os invariantes operatorios, por sua vez, sdo 0s conhecimentos, 0s conceitos
contidos nos esquemas, designados como conceitos-em-acdo e teoremas-em-acdo. Os
primeiros podem ser um objeto, um predicado, ou uma categoria de pensamento tida
como pertinente, relevante. Os segundos sao proposi¢oes tidas como verdadeiras sobre o
real, sendo que ambos podem se manifestar pelo discurso ou pelas ag¢des. “Expressamos
nossos conhecimentos tanto pelo que dizemos (forma predicativa) como através do que
fazemos em situagdo (forma operatoria)” (VERGNAUD, 2017, p. 19).

O aspecto provisério do conceito, em estado constante de complementagédo pela
vivéncia e interacdo social, é outra caracteristica da formacdo dos conceitos, para

Vergnaud:
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A Conceitualizacdo é, em primeiro lugar, um processo. Podemos falar da
Conceitualizagdo como resultado desse processo, mas antes de mais nada € um
processo. Comeca-se bem cedo o processo de Conceitualizacdo, bem crianca
ainda e nunca jamais se termina. A gente acaba descobrindo aspectos que ndo
tinha previsto. S6 nos resta trabalhar outra vez, refletir de novo, repetir,
também ser ajudado, auxiliado pelo outro. Trabalhar com o outro é
importante (VERGNAUD, 2018, p.15).

A TCC, por detalhar a composicao dos conceitos pela associagéo dos conjuntos S-
I-R e 0 uso de esquemas que relacionam uns conceitos com os outros, formando o campo
conceitual, viabiliza uma concepcao do que vem a ser oportunidades de aprendizagem de
matematica: sdo situacGes, momentos de vivéncia de escola ou da vida nos quais sdo
formados os conceitos em si, atribuidos sentidos concretos ou imaginarios e/ou
representados através de um sistema de linguagem.

Os conceitos (invariante, 1) e 0s seus respectivos sentidos (S) podem existir
independentemente das representacdes e é 0 que ocorre com 0 conhecimento do artesao,
do agricultor, enfim, da vida. A préatica de construir cestos, plantar e fazer contas nédo
carece de uma representacao simbolica sintética e com regras bem definidas. O efeito da
simetria (ou o célculo da quantidade de material dos cestos) pode ser apreciado
esteticamente e obtido através de tentativas de arranjos com as fibras. Independente de
representacdo simbolica, um conceito primitivo de simetria faz parte da cultura do
artesdo, provavelmente associado a explicages, tais como assim esta certo ou assim fica
equilibrado. Na TCC, entende-se que a linguagem completa o conceito com a
representacdo simbdlica, seja na forma falada, escrita, desenhada ou através de simbolos
particulares, como na matematica.

A Modelagem Matemética, do ponto de vista técnico-cientifico®, pode ser entendida
como um conjunto de procedimentos que visam traduzir uma situacdo real ou imaginaria
em termos da linguagem matematica. Nesse processo, faz-se necessario um recorte da
situacdo, selecionando as variaveis e dados considerados fundamentais e passiveis de
matematizacdo para a analise, 0 que consiste em uma simplificacdo da situacao real
complexa, de modo a viabilizar uma representacdo matematica da mesma, na forma de
um modelo mateméatico (BARBOSA, 2001). Ou seja, 0 processo de modelagem de
objetos, fatos, processos € essencialmente um trabalho com conceitos em todas as trés

componentes invariantes, sentidos e representacdes. Esse entendimento viabilizou a

3 A modelagem matematica é uma metodologia de pesquisa consolidada na simulagdo de fendmenos reais,
viabilizando a compreenséo e a tomada de decisdes sobre problemas das Ciéncias e das areas tecnolégicas.
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formulacdo do quadro de categorias de analise das situa¢fes de modelagem, descrito na

proxima secao.

O objeto e o plano de pesquisa

A hipotese bésica dos procedimentos de pesquisa desenvolvidos neste trabalho
supde que é possivel identificar as oportunidades de aprendizagem em relatos de
atividades de modelagem. Para justificar essa possibilidade é necessario entender a
subjetividade inerente a pesquisa em educac&o e a extrapolacao da pesquisa dos fatos tais
Como ocorreram.

Na ciéncia positivista a descricdo do observado deve ser objetiva, de modo a
elucidar a realidade passiva. Busca-se a “[...] explicacdo dos fenémenos através das
relagcbes dos mesmos e a exaltacdo da observacédo dos fatos, mas resulta evidente que para
ligar os fatos existe necessidade de uma teoria”. (Trivifios, 1987, p. 34). Nessa linha, em
Educacdo Matematica, pesquisar seria descrever com precisao o que ocorre nas salas de
aula, entre os sujeitos escolares, suas interacbes e materiais. A pesquisa descritiva tem
sua importancia como recurso metodoldgico para entender 0s processos reais de ensino e
de aprendizagem. A complexidade desses fenémenos tem levado ao desenvolvimento de
técnicas de coleta e andlise dos dados que superam a frieza do tratamento estatistico,
acrescentando instrumentos de coleta de dados subjetivos, admitindo as diferencas de

pontos de vista diferentes dos sujeitos sobre 0 mesmo objeto. Para Trivifios

A fenomenologia, sem duvida, representa uma tendéncia filosofica que, entre
outros méritos, parece-nos, tem o de haver questionado os conhecimentos do
positivismo, elevando a importancia do sujeito no processo da construcdo do
conhecimento. Na pesquisa educacional através especialmente dos estudos de
sala de aula, permitiu a discussdo dos pressupostos considerados como

naturais, 6bvios (TRIVINOS, 1987, p. 47).

Com as concepcdes de realidade da fenomenologia e da dialética®, a pesquisa em
educacéo superou a pretensdo da objetividade, assumiu a subjetividade e a caracteristica
dindmica e maltipla da realidade, como pressuposto da investigacdo. Skovsmose vai mais
além: critica a concepcao neopositivista e entende “[...] que uma multiplicidade de formas

de ver a realidade seja legitima e duvida que qualquer perspectiva suprema possa

4 Uma abordagem detalhada das concepcdes positivista, fenomenoldgica e dialética da ciéncia da
educacao pode ser encontrada em Trivifios (1987).
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estabelecer a “objetividade”!”. (SKOVSMOSE, 2015, p. 70). Para ele, a realidade
observada é apenas uma das possibilidades do que ocorreu. Qualquer detalhe em um fato,
uma acao poderia ter desencadeado outros desfechos. Assim, Skovsmose propbe a
pesquisa ndo apenas do real, do que existe, mas do que pode ser construido: “nenhuma
dessas interpretagdes inclui o que eu tenho em mente quando falo sobre a pesquisa de
possibilidades. Essa pesquisa inclui ndo somente um estudo de “o que €¢” ou “o que ¢é
construido”, mas também um estudo de “o que ndo €” e “o que poderia ser construido”
(SKOVSMOSE, 2015, p. 70).

Pesquisar o ambiente escolar — atividades, interagdes sociais, materiais de ensino —
como algo que pode ser construido é uma alternativa ousada de construir realidades, ja
que “o que poderia ter tido como certo, digamos, em termos de tradi¢cdes educativas, ndo
sd0 necessidades de ensino, mas contingéncias.” (SKOVSMOSE, 2015, p. 76).
Aparentemente, pode parecer uma acao alienada, quase uma fuga da realidade, ja que esta
pode ndo ser como se desejava. No entanto, imaginar possibilidades significa projetar
esperancas de que o real possa ser modificado na direcdo das intencbes, dos

posicionamentos ético, estético e epistemologico. Para Skovsmose a situacdo imaginada

[...] parece ainda mais multifacetada do que a situacdo atual. Podem-se
imaginar tantas coisas diferentes! N&o h& nada definitivo sobre situagdes
imaginarias. O melhor que se pode dizer é que elas podem ser apenas
parcialmente compreendidas, dados os conceitos que estdo disponiveis. Uma
imaginacéo é vaga, é flexivel, é parcial, e pode estar longe de ser realista.
SituagBes imaginadas podem incluir esperancas e aspira¢des educacionais
(SKOVSMOSE, 2015, p. 74).

O relato objetivo do ocorrido — proprio da pesquisa descritiva — devido a
amarracdo da fidelidade aos fatos, deixa de sugerir possibilidades de a¢6es dos sujeitos,
como perguntas interessantes dos alunos, perguntas oportunas que o professor pode
formular durante uma atividade, procedimentos matematicos alternativos, relagdes entre
conceitos, representacfes matematicas alternativas, enfim, uma série de procedimentos
que podem enriquecer o0 estudo de uma situagdo didatica. Nesse sentido, uma situacao
arranjada, hipotética, pode gerar uma série de oportunidades de sentidos no processo de
conceitualizag&o.

O raciocinio exploratério encontra o seu ponto de partida em uma situagédo

arranjada. No entanto, seu objetivo ndo é simplesmente especificar conclusdes
sobre a situacdo arranjada. Assim, um de seus objetivos € desenvolver uma
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gg;npreenséo mais profunda da situagdo arranjada (SKOVSMOSE, 2015 ,p.
A pesquisa de possibilidades de Skovsmose em situacdes de ensino da & Educacéo
Matematica uma alternativa de explorar atividades propondo cenarios de
desenvolvimento de conceito matematicos, como é o propdsito do presente trabalho, ao
relatar investigagfes de modelagem desenvolvidas e apresentadas em um primeiro
momento, na disciplina de Modelagem no Ensino da Matematica do Curso de
Matematica—Licenciatura da UFFS/Chapecd, no primeiro semestre de 2018 e
complementadas posteriormente, considerando perguntas do tipo: [...] e se as fitas fossem
curvas? ou [...] qual é a melhor funcéo para descrever a geometria da fita curva? Com
este entendimento, o corpus desta pesquisa é o relato na forma de texto matematico dos
dois modelos assim formulados sobre a confec¢éo de cestos agricolas.
Apbs varias leituras dos relatos dos modelos, como sugere Franco (2012, p. 54),
com orientacdo na metodologia de Analise de Contetdo e nas consideracfes sobre a TCC
da secdo anterior, foi sendo elaborado um quadro de categorias, que aos poucos, tomou a

forma do Quadro 1.

Quadro 1 — Categorias de analise.

a - Expeditos
1 - Matematicos b - Estruturados
A — Conceitos ¢ - Formalizados
(Invariantes, 1) 2 - Outros conceitos | a - Modelagem
b - Culturais
1 - Concreto
B — Sentido (S) 2 - Abstrato
3 - Matematico
1 - Natural
2 - Pictorica
C — Representagdes | 3 - Gréfica
(R) 4 - Matematica

5 - Computacional
Fonte: os autores.

Os conceitos matematicos expeditos (Ala) sdo aqueles cuja apropriacdo se da, ao
menos em um periodo, apenas com o objetivo de aplicagdo para a resolucdo de problemas.
Podem ser nogdes de partes de um conceito mais amplo, cujo dominio da representacdo
e regras operatorias sejam razoavelmente conhecidos pelo modelador. Nos conceitos
estruturados (Alb), o modelador tem uma nocdo matematica abrangente das

propriedades, mesmo que desconhega ou néo esteja interessado na demonstracéo delas.
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Os conceitos formalizados (Alc) sdo aqueles que o modelador tem uma experiéncia
matematica, portanto com ciéncia das propriedades e suas demonstracdes formais.
Conceitos ou nocdes de outras areas, tais como das ciéncias fisicas (velocidade, leis de
conservacdao) ou economia (custos, lucros), foram considerados como conceitos de
modelagem (A2a). Conceitos do cotidiano, da prética do saber-fazer, adquiridos pela
vivéncia no espaco familiar, comunitario ou do trabalho, arte e sociedade s&o conceitos
chamados neste texto de culturais (A2b). Eles ndo tém uma formulacdo objetiva nem
tampouco convergem necessariamente, para conceitos matematicos, mas sdo empregados
em tarefas comuns e eficientes para a comunicagao.

A atribuicdo de sentido concreto (B1) € aquela que associa o0 conceito a um objeto
fisico, a uma medida, um corpo, uma quantidade envolvida no problema, tais como
medidas de comprimento, fitas e cestos. Quando uma grandeza definida ndo é aparente
fisicamente, mas mantém relacdo com o concreto por seus efeitos, tem-se um sentido
abstrato (B2). E o caso de velocidade ou aceleracéo, por exemplo. O sentido matematico
(B3) € desconectado dos sentidos concretos portanto, restrito ao &mbito matematico. As
taxas de variacdo de uma varidvel em relacdo a outra sdo generalizadas no conceito de
derivada, o qual ndo necessita de qualquer elemento concreto para sua formulacéo, apenas
de outros conceitos mateméaticos como funcg&o, por exemplo.

As representacdes simbolicas sdo codigos empregados para expressar 0s conceitos.
A mais utilizada ¢ a linguagem natural oral ou escrita (C1). Os desenhos e croguis sdo
linguagens pictdricas (C2). Os esquemas, diagramas, fluxogramas e graficos sao
linguagens graficas (C3) e a expressdo dos conceitos com simbolos e regras especificos
da matematica constitui a linguagem formal (C4). A traducéo dos conceitos matematicos
para cddigos de programas sao as representacdes computacionais (C5).

Assim, a presente pesquisa define-se como descritiva, analitica e qualitativa. E
descritiva ndo porque relata apenas o observado, mas porque além disso, relata
possibilidades de enfoques e oportunidades de aprendizagem. E analitica porque discute
o relato sob a luz de uma teoria da aprendizagem e ainda, é qualitativa, porque o interesse

da anélise ndo é o nimero de dados ou fatos, mas sim, as suas caracteristicas.

A modelagem da confecgéo de cestos
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A descricdo de dois modelos matematicos sobre a quantidade de material necessario
para a confeccdo dos cestos é apresentada na presente secdo. A andlise sobre as
oportunidades de aprendizagem de matematica inerente a esse processo de modelagem,
consistiu em identificar no relato, os elementos dos conceitos (assinalados em italico) e
as categorias do Quadro 1, supondo que tais desenvolvimentos, seriam potencialmente de
construcdo dos conceitos. Além disso, os codigos das categorias e seus respectivos
comentarios foram representados entre paréntesis (Alb, comentario), junto a respectiva
passagem no texto.

Os cestos confeccionados por um produtor rural (referido neste texto como
“artesao””) do municipio de Seara, Estado de Santa Catarina, sdo utilizados comumente
para transportar produtos agricolas, dispor alimentos em festas ou como objetos
decorativos. O artesdo utiliza perfis de taquara® para confeccionar cestos (Figura 1), arte
que aprendeu com seu tio durante a juventude, quando ainda morava no Rio Grande do
Sul, como uma das varias ocupacBes dos descendentes de italianos, acostumados a
construir suas proprias ferramentas e utensilios de trabalho (A2b, conceitos de cultura,

etnia, arte e trabalho).

Figura 1 — Fases da confecgéo dos cestos de taquara.

Fase 2

Fonte: os autores.

O problema proposto na modelagem foi a determinacgdo da quantidade de material

necessario para a confeccéo de cestos agricolas, semelhantes aquele mostrado na Figura

® Os cestos de taquara sdo os mais simples e risticos, Uteis para transportar produtos com alguma sujeira,
tais como milho, mandioca e batatas recém colhidos. O artesdo também utiliza varas de vime em cestos,
para carregar ou guardar alimentos (pdes e frutas) e de cip6 descascado, para cestos decorativos (A2b,
materiais e funcfes dos objetos).
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1, dadas as medidas da base e da altura (Alb, conceitos geométricos). Para obter dados
empiricos (A2a, técnica de modelagem) foram confeccionados cestos em tiras de EVA®,
substituindo os perfis de taquara, inspirados no método de confeccdo do artesdo (A2b,
técnica de construcéo do cesto; B1, modelo fisico; C1, representacdo concreta), o qual
consiste em trés fases, conforme sugere a sequéncia mostrada na Figura 1. Na Fase 1,
dispdem-se as tiras perpendicularmente para fazer a base e dobra-se em 90° (Alb,
conceitos geométricos, B1, modelo fisico). Na Fase 2, entrelagando as tiras da base com
as laterais, obtém-se as faces verticais (Alb, conceitos geometricos). Na Fase 3, faz-se o
acabamento das bordas, tramando as tiras da base e formando as bordas do cesto. No
entanto, devido as dificuldades de operacéo — ou talvez, por ndo dispor das habilidades
técnicas do artesdo — a terceira fase foi substituida por uma colagem das tiras da base com
as laterais, como se pode observar na Figura 2b. Assim, os resultados da modelagem se
referem a esses cestos simplificados, como um caso particular daqueles confeccionados
pelo artesdo.

As expressdes matematicas dos modelos foram deduzidas para casos gerais (Alb,

equacdes algébricas) de cestos de base retangular, com medidas quaisquer.

Figura 2 — Protétipo de cesto em EVA: (a) Trancado da base (b) Vista lateral.

(@) (b)

Fonte: os autores.

A largura das fitas de EVA foi mantida fixa para o0 mesmo cesto (Alb, conceitos
geometricos; B1, modelo fisico). Na Figura 2a observam-se as fitas da base entrelacadas
e dispostas no plano (Ala, conceitos geométricos; B1, modelo fisico; C1, representacéo
concreta). Na Figura 2b, as fitas da base foram dobradas e entrelagcadas com as fitas das

faces (laterais). A Figura 3 € um croqui da Fig. 2a, (Alb, definicdo de grandezas; B2,

¢ Borracha, cuja sigla EVA ¢ da abreviagdo de Etil, Vinil e Acetato.
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abstracdo; C3, desenho; C4, simbolos) na qual estdo definidas graficamente as grandezas

ou variaveis dos modelos.

Figura 3 — Esquema das fitas da base (I = largura e p = distancia entre as fitas)

h

h

Fonte: os autores.

Dois modelos foram elaborados para determinar o comprimento total das fitas. O
Modelo I considera as fitas como retas, enquanto o Modelo 11 considera o entrelagcamento

das fitas.

Modelo I: Fitas retas

Neste modelo, as fitas sdo consideradas perfeitamente retas e a distancia entre elas
é nula (p, na Figura 3). Com essa hip6tese, a quantidade total de material é a adicéo do
comprimento das fitas da base com o comprimento das fitas laterais. (A2a, simplificacéo
do real, Ala, adigdo de comprimentos; B1, sentido concreto (fitas); C1, linguagem
natural).

O comprimento das fitas da base do cesto depende do numero de fitas em cada
direcdo (horizontal (b) e vertical (a) da Figura 3), da largura, do comprimento e da altura
do cesto. Assim, o comprimento das fitas da base, pode ser calculado pela Equagéo (1).
(Alae Alb, variaveis, constante e equacao; B1, sentido concreto (comprimento de fitas);
B2, abstracdo do real para expressdo; B3, operacfes matematicas; C4, linguagem

matematica)

Cg=Cy - ny+ C, ' 1, 1)

Onde Cg é 0 comprimento das fitas da base (cm), Cx é o comprimento das fitas na

direcdo X (cm), Cy é o comprimento das fitas na direcdo Y (cm), nx € o nimero de fitas na
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direcdo X (cm), sendo ny = a/l , | é a largura das fitas (cm) e ny é o nimero de fitas na
direcdo Y (cm), sendo ny = b/l e a e b s&o as dimensdes da base, conforme ilustrado na
Figura 3.

Pela analise da Figura 3, Cx = 2h +b e Cy = 2h +a. Substituindo essas equagdes na
Equacdo (1) e agrupando os termos semelhantes, obtém-se a Equacéo (2).

Cg ==[h(a+ b) + ab] 2

2
l

O comprimento das fitas laterais pode ser calculado pela Equacéo (3).
Ch=0Cp - ny 3

Onde Cx é o comprimento das fitas laterais (cm), Cn € 0 comprimento de uma das
fitas laterais (cm) e nn € 0 nUmero de fitas laterais (cm), sendo nn = h/l.
Pela analise da Figura 3, Cx = 2(a+b). Substituindo essa equagdo na Equacéo (3) e
agrupando os termos semelhantes, obtém-se a Equacéo (4).
Cu =2 (a+Db) (4)
Assim, a quantidade necessaria de material para todo o cesto € dada pela adicéo
das Equacdes (2) e (4), mostrada na Equacdo (5). (Alc, deducdo da equacdo; B2,
abstracdo do real para a expressdo; e B3, operacGes matematicas; C4, linguagem

matematica)

Cr ==[h(a+b) +ab] + 2= (a +b) =2[2h(a + b) + ab] (5)

Onde Cr € o comprimento total das fitas (cm).

Modelo Il - Fitas curvas

O Modelo Il considera a curvatura das fitas conforme ilustrado na Figura 4. Para
determinar o comprimento curvo das fitas, serd considerado o ciclo de comprimento S,
mostrado na Figura 4a. Com base nessa figura, é facil observar que o nimero de ciclos
em uma dada direcdo, é igual ao numero de fitas na direcdo perpendicular (fitas

verticais, na Figura 4a pois cada ciclo S corresponde, em linha reta, a duas metades da
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largura de cada fita (Alc, inducé@o de propriedade; B2, abstracdo; C3, desenho; C4,
simbolos). Assim, ns = ng, onde ns € 0 nimero de ciclos S e ns é o nimero de fitas na

direcao perpendicular a fita de S.

Figura 4 - Ciclos curvos S

eixo ciclo 8

r
Y

fita vertical
i Verncal

\__/—\ \V/—\/ o 1
_M‘» fita horizontal —

(@) (b)

Fonte: os autores.

A curva S foi considerada como o eixo central da fita curva (ver Figura 4b) e
representada por uma funcéo poténcia, a Equacéo (6) (Alb, funcéo; B2 e B3, sentido real
e matematico; C4, simbolos matematicos). Essa escolha deve-se a forma em “S” dessa
funcdo, que é semelhante ao desenho da fita curva e possui dois parametros, ja que para
determina-los se dispde de trés pontos, sendo um a origem. A distancia p na Figura 4b é
a distancia entre as fitas perpendiculares a curva S. (Alb, funcdo; B3, sentido matematico;

C4, simbolos matematicos).

F(x) = mx" + myx (6)

Onde F é a funcdo (cm), m1 e mz sdo coeficientes reais, r € um numero real positivo,
tal que 0 <r <1 e x é avariavel espacial na dire¢do da fita (cm).

Se as fitas forem de material rigido incompressivel, 2p deveria ser maior do que a
espessura da fita. Portanto, no caso do material EVA, o qual é elastico e compressivel,
2p pode ser bem menor do que a espessura da fita e (verificar Figura 4b) como pode-se
observar nos cestos da Fig. 2, em que as fitas perpendiculares a S estdo muito proximas
(A2a, conceitos fisicos; B1 e B2, interpretacdo do real com a teoria; Cl e C4,

representacdo matematica). A distancia g, também depende da rigidez do material e é
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minima, podendo ser considerada menor do que a espessura da fita. Assim, as distancias
p e g dependem de propriedades do material das fitas (particularmente, da
compressibilidade e da flexibilidade). A medicdo precisa dessas distancias torna-se
dificil, por serem fracGes de milimetros e pela variabilidade das mesmas a cada ciclo S.
Por esse motivo, foram empregados, além da geometria da Figura 4, critérios ndo
objetivos (A2a, simplificacbes), como estimativas de fragcdes da espessura. Assim, devido
a compressibilidade e a flexibilidade do EVA, foram adotados p = e/3 e g = e/10. Além
disso, a ordenada do ponto P31, foi estimada em y; = 0,54e (A2a, simplificagdes; Bl e B2,
interpretacdo do real com a teoria; C1 e C4, representacdo matematica) devido a
compressdo do material, na medida em que as fitas sdo esticadas. A Tabelal apresenta as
coordenadas geométricas dos pontos e as adaptacdes descritas, considerando as

propriedades fisicas do material.

Tabela 1 — Pontos e coeficientes da fungdo F (p=e/3 e q=e/10)

Coordenadas Coordenadas Parametros Expoente
geométricas adaptadas

P X y X y

0 0 0 0 0 my ms r

1 p e e/3 0,54e

2 | p+l/2 | el2+q | (2e+3])/6 e/5 10,1276 | -0,00763 0,06

Fonte: os autores.

Os paréametros my e my da fungdo poténcia, por sua vez, podem ser determinados
por ajuste linear (Alb, conceitos matematicos; B3, sentido matematico; C4,
representacdo matematica). Independentemente dos valores desses parametros, F passara
em P,. Substituindo as coordenadas adaptadas de P e P> (ver Tabela 1) na Equagéo (6),
obtém-se o sistema linear mostrado na Equacao (7), cujas incognitas sdo os referidos

parametros.
2 G)=G) U

Onde a primeira matriz € a dos coeficientes, a segunda, a das incognitas e a terceira,

a dos termos independentes.
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A matriz dos coeficientes ndo é singular (pois x1 # x2); portanto, possui inversa e,
com isso, o sistema tem solugdo Unica (Alc, argumentacdo; B3, sentido matematico; C4,
representacdo matematica). A solucéo do sistema foi obtida multiplicando-se ambos os
lados da Equacéo (7) pela matriz inversa da matriz dos coeficientes, obtendo-se o vetor
com os coeficientes mz1 e my, cujos resultados séo mostrados na Tabela 1. (Alb, operagdes
matematicas; B3, sentido matematico; C4, representacdo matematica)

O comprimento de S poderia ser determinado por integracdo, com base na teoria
sobre o comprimento do arco de uma curva, como ensina-se no calculo integral. No
entanto, a funcdo F escolhida gera uma integral de dificil solugdo analitica. Por esse
motivo, foi implementada uma solugdo aproximada, dividindo o intervalo (0,x2) em 10
segmentos, calculando os respectivos valores F(xi), i=0,1,2,3,...,10 com a Equacéo (6) e
0 comprimento S, atraves da Equacdo (8). (Alb, operacdes matematicas; B3, sentido

matematico; C4, representacdo matematica)

S =230 Oivs — %)% + Yigs — ¥1)? (8)

Analisando a Figura 3 e retomando a afirmacao de que o nimero de ciclos S é igual
ao numero de fitas na direcdo perpendicular, pode-se concluir, que o comprimento das
fitas da base em uma dada direcéo é o produto do comprimento dos ciclos S de uma fita,
pelo nimero de fitas nagquela direcdo, como apresenta-se na Equacdo (9) para as direcdes
vertical e horizontal. (Alc, deducdo da equacdo; B2, abstracéo do real e B3, operacoes

matematicas; C4, linguagem matematica)
CIIB=S-n5x-nx+S-nsy-ny=S(n5x-nx+n5y-ny) 9)
Onde Cllg é o comprimento das fitas da base, nsx € o nimero de ciclos S na diregdo
X, com nsx = (2h+b)/l, nx € 0 nimero de fitas na diregdo X, nsy € o nimero de ciclos S na

direcdo Y , nsy = (2h+a)/l e ny € o nimero de fitas na diregéo VY.

O comprimento das fitas laterais segue 0 mesmo raciocinio do célculo do

comprimento das fitas da base. A Equacéo (10) apresenta o comprimento das fitas. (Alc,
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deducdo da equacgdo; B2, abstracdo do real e B3, operacdes matematicas; C4,

linguagem matematica)

Clly =2(ny S +mn,-S) - ny = 2 (@ +b) (10)

Onde ClIn é o comprimento das fitas laterais (cm) e nn € 0 nimero de fitas laterais.

Assim, o comprimento total das fitas para o Modelo 11 é dado pela adicdo das
Equacdes (9) e (10), cuja expressdo resultante é a Equacdo (11). (Alc, deducdo da
equacdo; B3, operagdes matematicas; C4, linguagem matematica)

Cll =S (nSx ‘M + ngy Ny + Zl—f(a + b)) (11)

Validag&o dos modelos

Para testar empiricamente os modelos, foram construidos quatro prototipos de
cestos de base quadrada, de diferentes tamanhos, com 2, 3, 4 e 5 fitas na base (A2a,
técnica de modelagem; B1, modelo fisico; C1, imagem natural) e medido o comprimento
total de fitas de cada tamanho de cesto, cujos resultados estdo na segunda linha
(Experimental) da Tabela 2.

Figura 5 — Cestos confeccionados em EVA

Fonte: os autores.

As equacdes dos dois modelos foram implementadas em uma planilha eletrénica e
em um programa SCILAB, na forma de um algoritmo, no qual os dados de entrada s&o
as dimensdes da base (a e b) e altura (h), a largura (I), a espessura (e) e as estimativas
para as distancias p e q (Alb, equacdes; B3, sentido matematico; C5, representacao

computacional). Com esses dados e as equagdes descritas nas se¢Ges anteriores, 0S
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comprimentos totais de fitas foram calculados, para as respectivas medidas dos cestos
confeccionados. Os resultados sdo mostrados na Tabela 2.

Tabela 2 — Comprimento de total de fitas (medidas em cm)

Modelos Cestol | Cesto2 Cesto 3 Cesto 4 Diferenca
2 fitas 3 fitas 4 fitas 5 fitas % média
Experimental 156,5 246,6 323 469 0
Modelo | 144 228 320 420
Diferenca M1 (%) -7,98 -71,54 -0,92 -10,44 -6,72
Modelo Il 160,41 253,96 356,45 467,84
Diferenca Ml (%) +2,49 +2,98 +10,35 -0,24 +4,015

Fonte: os autores.

Pelas hipdteses consideradas nos modelos, era esperado que o comprimento total
das fitas do MI fosse menor do que ambos, o experimental e o Mll, ja que no modelo Ml
néo sdo consideradas as curvaturas dos entrelagamentos das fitas, 0 que de fato ocorreu.
(Alb, varios conceitos; B1, B2 e B3, discussdo do sentido dos resultados; C4, em
linguagem natural).

A efetiva aproximagdo entre os modelos MIl e o experimental deve-se a
possibilidade de ajustar as distancias p e q. Pequenos ajustes nessas distancias resultam
em pequenas diferencas em S, porém, como esse ciclo € repetido a cada transpasse de
fitas, implicam em diferencas significativas no comprimento total. Dessa forma, p e g
comportam-se, no Modelo Il, como parametros de ajuste e adaptacdo do modelo as
propriedades fisicas do material das fitas. Para os cestos de perfis de taquara,
confeccionados pelo artesdo, esses parametros sdo diferentes dos considerados para o
EVA, pois a taguara é menos compressivel e flexivel do que a borracha. Para aquela fibra,
p e q serdo maiores do que para a borracha. (Alb, varios conceitos fisicos e matematicos;
B1, B2 e B3, discussao do sentido dos resultados; C4, em linguagem natural).

O Modelo Il tem resultados mais proximos do experimental do que o Modelo I,
exceto para o cesto de quatro fitas (ver quarta coluna da Tabela 2). Na imagem desse cesto
na Figura 5, percebe-se que ele é mais alto que os demais, devido ao maior espagcamento
entre as fitas horizontais laterais, o que provoca uma linearizacdo do ciclo S, aproximando
seu comprimento a abscissa do ponto P2 e consequentemente, do comprimento total de
fitas do MI. (Alb, varios conceitos; B1, B2 e B3, discussdo do sentido dos resultados;

C4, em linguagem natural).
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A modelagem de cestos e as possibilidades de aprendizagem de

matematica

O célculo do comprimento total de fitas necessario para a confeccdo do cesto,
provavelmente seria resolvido pelos alunos, para um cesto especifico de dimensdes
conhecidas. Esse tipo de solucdo ndo deixa de ser modelagem e seria bem adequada até
0 sétimo ano do Ensino Fundamental. Porém, a solugdo para cestos com quaisquer
medidas é uma generalizacdo propria da Algebra e da Modelagem. Aprender a elabora-
las é aprender os métodos matematicos (A2a). Nessas situacGes faz-se necessaria a
mediacgdo do professor, propondo uma maneira genérica de resolver problemas préticos,
que, nesse caso, trouxe consigo os conceitos de variaveis e equacgdes (Ala), com suas
representacdes simbolicas (C4). A modelagem proporcionou a conexao entre o conceito
e a sua representacdo, através do sentido concreto do problema. As equacfes foram
elaboradas a partir de uma constatacdo concreta (adi¢cdo de comprimentos). Esse é o
sentido B1. O trabalho algébrico com as expressfes tem um sentido interno @ matematica,
sdo abstratos (B2). Assim, a primeira possibilidade de aprendizagem que a experiéncia
proporcionou foi a resolucdo do problema, ndo apenas para um cesto, mas de modo
genérico para qualquer cesto de base retangular. Trata-se da aprendizagem de um método
algébrico.

As hipdteses de modelagem consideradas no Modelo | exigiram o uso de elementos
de varios campos conceituais, relacionados entre si: niUmeros naturais, racionais e suas
operacdes, medidas de comprimento (centimetro e milimetro), nocdes de projecGes de
trés para duas dimensdes, expressdes algébricas (monémios, operacdes de adicdo e
multiplicacdo, propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢do, fatoracdo
com fator comum) e nocdes de funcdo. A aplicacdo desses contetdos € predominante
expedita (Ala). Nesse caso, ocorre uma simples aplicacdo de matematica para resolver o
problema pratico, sem preocupacfes com demonstracbes. Cada expressao teve um
sentido real (B1) (numero e comprimento das fitas, por exemplo) devidamente
representado por simbolos, expressdes e finalmente por equacdes (C1, C2, C3, C4),
completando assim o tripleto S-1-R da TCC.

O processo de matematizacdo desenvolvido, da atribuicdo de nomes as variaveis na

Figura 3 até a Equacéo (5) é repleto de aplicacgdes integradas dos contetidos mencionados,
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que constituem oportunidades de aprendizagem, porque exercitam os conceitos (Ala,
Alb) com novos sentidos (B1, B2). Situacdo diferente ocorre quando os conceitos nao
sdo dominados ou até sdo desconhecidos. Nesse caso, a modelagem € interrompida, e
buscam-se outras fontes tais como livros didaticos, videos, ou uma boa aula expositiva.
E outro momento de mediacio do professor. Apds esse estudo, geralmente estruturado
(Alb), avolta para o modelo dara sentido (B1 ou B2) para o conceito aprendido. Observa-
se que nesse movimento em busca do conhecimento, pela motivacdo da modelagem, os
aspectos formais (Alc) ndo estdo muito presentes, assim como a preocupacao de esgotar
0 ensino do conceito e de todas as suas propriedades (Alb). Esses complementos
matematicos, necessarios do ponto de vista de uma formacdo cléssica, poderdo ser
implementados posteriormente, de acordo com o0s objetivos educacionais do professor.

O Modelo 11 envolve todos os conceitos do Modelo | e mais alguns outros. A
expressao da curvatura das fitas com os entrelagamentos, por exemplo, levou ao emprego
de um tipo de funcdo pouco usual, a funcdo poténcia de expoente fracionario (Equacédo
(6)) (Alb, B1), ao conceito de interpolacdo (Alb, B3) e a um método para determinar
seus coeficientes, o qual usa os sistemas lineares da Algebra Linear (Alb, B3). Essa
solugdo, é rica em conceitos e técnicas matematicas e particularmente diferente das
abordagens do estudo de fungdes, visto que o foco ndo estd apenas em fazer graficos e
calcular raizes, mas em determinar uma funcdo que passa em trés pontos (B3).

O comprimento do ciclo S, devido a funcédo escolhida, ficou inviavel de ser obtido
analiticamente por integracdo, pela férmula do comprimento de arco, devido a
complexidade do integrando (Alb, Alc, B1, B2, C4). Uma solucdo numérica poderia ter
sido implementada (Alb, B3, C4). Seria uma possibilidade, para uma aula de Caélculo
Numérico ou de Calculo Integral (Alb, B3, C4). A alternativa executada utilizou a
equacdo da Geometria Analitica da distancia entre dois pontos e a ideia basica do Calculo,
de que se as partigdes delta X tenderem a zero (Ax — 0), a soma das distancias entre os
pontos tenderd ao comprimento curvo do ciclo S (Alb, B3, C4). Novamente, destaca-se
a contribuicdo da modelagem como aplicagéo integrada de conceitos, atribuindo sentido
concreto e matematico (B1, B2) e ampliando os campos conceituais dos conceitos
envolvidos.

A implementacdo computacional dos modelos foi imperativa, devido ao volume de

calculos e a sintonia dos ambientes algebrico e computacional, consistindo em

DOI 10.36661/2596-318X.2020v2n2.11967 Pagina | 154



oportunidade de aprendizagem de programacédo (Alb, B2, C4, C5). A praticidade para
efetuar simulagdes torna o trabalho compensador: basta entrar com as medidas do cesto

(a, b, h, e e p) e 0 programa faz todas as operacdes previstas nos modelos.

Nas atividades analisadas, percebe-se que a modelagem é envolvida em, ao menos,
trés tipos de momentos de aprendizagem:

1°) Aplicacéo simples (B1, Ala, C4): o problema de modelagem gera a demanda
de conceitos, todos conhecidos e sua aplicacéo é imediata. Poderia ser o caso de sistemas
de medidas no Modelo | — dentre outros, tais como expressdes algébricas, fatoracao, etc.
Assim, ainda que a modelagem dé um sentido mais amplo a pratica da medida,
principalmente com relacédo a precisdo, o campo conceitual permaneceria praticamente o
mesmo.

2°) Aplicacdo com complementos de estudos (B1, Alb, B2, C4): o problema de
modelagem gera a demanda de conceitos, conhecidos apenas parcialmente, havendo
necessidade de novas informagfes. Como exemplo, a funcdo poténcia, no Modelo II, faz
parte do conceito de funcéo, mas poderia ndo ser conhecida. Um breve estudo do grafico
foi suficiente para transformar um conceito em a¢éo em teorema em agao, na linguagem
de Vergnaud. O campo conceitual de fungdes foi ampliado, com um conceito novo e suas
propriedades (Alb), significado fisico (B1) e uma nova representacdo simbélica (C4).
Para alguns alunos, talvez a funcdo poténcia tenha ficado apenas com um sentido
associado aquelas curvas e estas a confeccdo de cestos. Novas experiéncias poderdo
ampliar o campo conceitual dessas fungdes, acrescentando novos sentidos ou
aprofundando aspectos matematicos.

3% Aplicacdo-estruturacao-argumentacdo-aplicacdo (B1, B3, Alb, Alc, C4): o
problema de modelagem gera a demanda de conceitos, que, por sua vez, geram
investigacOes de questdes matematicas. Ao menos, duas situacdes poderiam ocorrer no
Modelo 1I: 1%) Na determinacdo do numero de ciclos S (B1) ocorre uma investigacao
simples, mas que precisa de uma argumentacdo (Alc). Porque ns = ns ? Uma justificativa
com desenhos de casos particulares (C1, C2) poderia satisfazer a curiosidade, mas 0 uso
de simbolos (C4) a tornaria genérica. 2%) Na determinacdo dos parametros da fungéo
poténcia (B2) afirma-se que a matriz dos coeficientes ndo é singular. A argumentacao

pode ser com o exame de casos particulares (C1, C4), mas também pode inclinar-se na
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direcdo dos conceitos de dependéncia linear (C4) das linhas da matriz dos coeficientes.
Ambos os exemplos séo oportunidades de aprendizagem gerados pela modelagem, mas
que podem convergir para investigacdes da verdade das proposi¢cdes matematicas, mesmo
que, ndo necessariamente formais, mas simbolicos e argumentativos. Uma vez que a
verdade das propriedades seja aceita, a propriedade pode ser empregada no modelo com
seguranca.

Além da aprendizagem de conceitos matematicos, outros podem ser aprendidos
com a investigacdo do real. A categoria de analise A2 abriga 0s conceitos inerentes as
praticas de modelagem e de nogdes culturais, presentes no inicio e no final da descricdo
dos modelos, como o leitor pode observar na secéo anterior, nos trechos assinalados com
0s codigos A2a e A2b, respectivamente. Nas etapas iniciais da modelagem, a escolha de
parte do real é necessaria para que a expressao matematica se viabilize. Na etapa final, a
validagdo do modelo retoma os sentidos concretos para verificar qual modelo se aproxima
mais do resultado empirico.

Tanto a delimitacdo do real, quanto a pratica de discutir a validade do modelo séo
oportunidades de aprendizagem, de niveis diferentes de complexidade e representacdo
simbdlica, dos varios conceitos envolvidos. O proprio conceito de cultura seria
transformado na atividade. Provavelmente, os alunos ndo atribuam valor cultural a
simples cestos e, talvez, ainda ndo tenham observado que existem varios tipos, com
diferentes materiais e técnicas de confeccdo. Entretanto, depois de observar, ler e
conversar sobre eles, entenderdo o sentido desses objetos no ambiente de trabalho, em
casa e na sociedade, como atividade de artesanato e, consequentemente, como um objeto

cultural.

Consideracoes finais

A andlise proposta teve apoio na hipotese de identificagdo de oportunidades de
aprendizagem em um relato matematico de modelagem que poderiam ter ocorrido, ou
ainda, que possam vir a se efetivar em experiéncias futuras, como proposto em
Skovsmose (2015). De fato, a experiéncia relatada mostrou a coeréncia da hipotese,
conforme os apontamentos da segdo anterior, as quais viabilizaram as seguintes

consideracdes acerca das contribuigdes a aprendizagem de matematica com modelagem:
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1. Sobre a investigacéo e a geracdo de conceitos na modelagem:

A experiéncia mostrou-se uma oportunidade rica para aprender a investigar com
modelagem, visto que todas as etapas’ foram executadas e produziram modelos ndo
apenas para um, mas para qualquer cesto de base retangular, com resultados préximos e
coerentes com suas hipoteses. O processo de modelagem em si gerou conceitos proprios
do problema dos cestos, relacionados ao conceito de fita: largura, comprimento,
espacamento, espessura e comprimento total de fitas. Esses conceitos e suas relacGes
viabilizaram a solucéo do problema de modelagem e envolveram conceitos matematicos
(numeros, operacgdes, expressdes algébricas, equacdes e fungdes) para sua definicdo. As
equacdes 2, 4 e 5 e suas variaveis do Modelo | sdo exemplos de representacfes desses
conceitos, os quais estabelecem o vinculo entre os sentidos (fitas, cestos) e a formulagédo
matematica (representacdo simbolica). A elaboracdo deles requisitou conceitos
matematicos conhecidos as vezes parcialmente pelos alunos, que podem completar-se, ou
ao menos expandir o nivel de compreensdo, no decorrer do processo de modelagem.
Dessa forma, a modelagem néo ¢é apenas uma aplicacdo de algoritmos matematicos, mas
um processo investigativo que gera conceitos sobre o real e ao empregar elementos de

matematica, potencializa a aprendizagem desses.

2. Sobre a aprendizagem de Matematica com modelagem:

Ficou evidente na descricdo dos modelos que as aprendizagens oportunizadas pela
modelagem, predominantemente, sdo expeditas em um primeiro momento, porque
objetivam a resolucdo de problemas, com rapidez, presteza e eficiéncia. Durante a
resolucdo de um problema, em geral, atem-se ao sentido do conceito (as vezes de forma
precaria), sua representacdo simbolica, algumas propriedades e usa-se essa fracdo do
campo conceitual de acordo com as necessidades do problema. O ensino escolar de
matematica, no entanto, ndo se restringe as praticas da modelagem e inclui, certamente,
enfoques estruturados e formalizacfes, que podem coexistir com a modelagem na mesma
aula, ou em momentos distintos. Admitir essa possibilidade ndo significa uma didatica

eclética e difusa, a ponto de confundir os alunos. Aplicagdes, argumentacdes e

7 As etapas (ou fases) de identificagédo do problema, simplificagdo, matematizacéo, resultados matematicos
e validacdo sdo consensuais na literatura (Bassanezi, 2002, p. 27; Biembengut e Hein, 2000, p. 13; Almeida,
Silva e Vertuan, 2016, p. 19).
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demonstracfes sdo faces da mesma Matematica coexistentes nos momentos de
aprendizagem descritos na sec¢do anterior.

Em ambos os modelos foram utilizados varios conceitos de aritmética, geometria e
algebra relacionados na secdo anterior, de forma integrada. Os elos da integracao séo os
sentidos deles nos problemas. O uso de numeros racionais para expressar as medidas, a
representacdo do comprimento total das fitas na forma de equacgdo algébrica séo
procedimentos de solucdo do mesmo problema, cujos sentidos sdo especificos do
problema dos cestos. Em uma primeira analise se poderia concluir que a atribuicdo de
sentido para os conceitos foi a contribuicdo da modelagem para a formacao dos conceitos
de numeros naturais e racionais, de medidas de comprimento e expressdes algébricas.
Porém, a retomada, exercicio ou o estudo dos conceitos e sua representacdo também
ocorreram durante a modelagem, completando os trés componentes dos conceitos (S-I-
R), delineados por Vergnaud. Isso estd de acordo com a ideia de que 0s conceitos séo
formados ao longo do tempo, com a atribuicdo de diferentes significagdes e
representacdes simbolicas: “o significado de um conceito é enriquecido a partir do
encontro de diferentes contextos (sejam estes modos representacionais ou, em sentido
mais amplo, como situacdes diversas) e a partir da intersec¢do e confluéncia de formas
representacionais.” (BONI et al, 2018, p. 87). Nesse sentido, quanto mais diversificadas
forem as experiéncias vivenciadas pelos alunos, maiores serdo as chances de ampliar 0s
campos conceituais dos contetdos escolares. Certamente, essa € uma das principais
contribui¢cdes da modelagem, como recurso para o ensino da Matematica.

A modelagem ainda carece de estudos que explicitem 0s processos de
aprendizagem de conceitos matematicos. Esse texto é uma tentativa de mostrar como tais
processos ocorreram (ou poderiam ter ocorrido) em um caso particular. Contribuicdes
futuras nesse sentido, poderiam descrever e analisar como ocorrem na pratica escolar, as
conexdes entre os estudos expeditos da modelagem e a formalizacdo matematica dos
conceitos e suas propriedades, nos trés tipos de momentos de aprendizagem mencionados

na secao anterior.
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